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Vorwort. 



Vorliegende Grundlinien der neueren Geometrie sind für 
den ersten Unterricht in diesem Zweige der Mathematik be- 
stimmt. Die ganz elementare Entwiekelnng des Gegenstandes 
dürfte nebenbei in besonderen Fällen Lehrer der, Geometrie 
veranlassen, einige Partien oder Sätze der neuero Geometrie 
in den zeither üblichen Unterriehtscursus mit aufzunehmen. 
Nähere Andeutungen hierüber zu geben halte ich für über- 
flüssig. 

Ich habe mich bemüht, das noch einigermaassen zer- 
streute Material der neuern Geometrie in einer für deren erstes 
Studium angemessenen Weise zusammenzustellen. Bei den 
verschiedenartigen Richtungen, welche die Forschungen auf 
diesem Gebiete verfolgen, ist es nicht leicht, eine einheitliche 
Darstellung zu gewinnen. Gleichwohl ist für eine erste Un- 
terweisung in einem fremden Gebiete nichts nothwendiger, als 
dieses, und man muss deshalb daBStrßben,m(3gIichst allseitigen 
Ueberblick über das ganze Gebiet zu geben, häufiger zurück- 
drängen, als man sonst ohne diese Bücksicht and einzig in 
Hinblick auf eine gewisse Vollständigkeit oder gar Erschöpf- 
ung des vorliegenden Materials sich vornehmen würde. 

Von den Beziehungen, in welche die geometrischen Figuren 
durch die Lehren der neueren Geometrie zu einander gebracht 
werden, habe ich die metrischen einer vorzugaweisen Be- 
rücksichtigung unterworfen, weil ich der Meinung bin, dass 
von dem dadurch gewonnenen Standpunkte aas der ersteEin- 
gang in das Gebiet der neueren Geometrie der leichtere ist. 
Ich glaube nicht, diese AuBlclit noch besonders vertheidigeu 
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zumUseeiifTerhehlo mir allerdings auch nicht, dass ich hierin 
vielleicht Widersacher finden werde, welche die gegehene Dar- 
stell ungs weise als eine dem Geiste der neueren Qeometrie 
fremdartige yerbaunt oder wenigstens nicht so hervorgehoben 
sehen möchten. Ich hatte letztere für eine irrige Ansicht, die 
mit noch andern damit verwandten aus der nicht eben selten 
anzutreffenden Verwechslung von „Geometrie der Lage" mit 
„neuerer Geometrie" hervorgegangen sein kann. Wenn für 
eretere als einem Theile der letzteren eine entschieden rein 
geometrische Darstellung verlangt wird, so ist dasselbe doch 
nicht nöthig für die neuere Geometrie im Allgemeinen. *) 

Der oben ausgesprochene Zweck brachte es von selbst 
mit sich, dass ich mich bei der Auswahl und Darstellung defi 
Materials zu vorliegenden Grundlinien an die Schriften und Ori- 
ginalarbeiten von verhältniEsmässig nur wenig Mathematikern, 
die auf diesem Felde der Literatur einen länget anerkannt^i 
Namen besitzen, gehalten habe. Schon eine flüchtige Durch- 
sicht des Büchleins wird erkennen lassen, dae's namentlich 
der barjcentrische Calcul, sowie die späteren Abhand- 
lungen desselben Meisters auf diesem Gebiete, welche grossen- 
theils den Abhandlungen und Berichten der K, S. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Leipzig eingereiht sind, mir vorgelegen 
haben. Ausserdem ist, insbesondere im vierten Capitel, theil- 
weise auch im dritten und sechsten das vortreffliche Werk von 
Chasles: Tratte äe Geometrie Sup&ieure benutzt worden. Das 
gleichfalls rühmliohst . bekannte bis jetzt leider unvollendete 



*) Wie kÜDBtlich übrig'ens eine etieug geometrische Djiratelluag der 
Geometrie derLuge susfilllt wird Jeder an der in ihrer Art so vortreff- 
lich e n „Geometrie derLage" von v. S t an d t (Nürnberg, 1847, woiu neuer- 
dings eine in demselben Sinne vorfpsste Fortaetüung unter demTitel: ,|Bei- 
träge Eur Geometrie der Iiage." 1856 erschienen ist) erkannt haben und der 
geuaBute UerrVerfauer würde wohl selbst gegen eine Erklärung, daaa sein 
System Tür den ersten Unterricht oder zur Einführung in das Gebiet der 
neueren Geometrie nicht au wählen sei, wenig eiumwonden haben. Jeder 
Andere aber wird sich, wenn noch notbig, davon überzeugen können, wenn 
er z. B. die in der genannten Schrift S. 43 gegebene Hrklttrung der harmo- 
nischen Lage von vier in einer Graden liegenden Funkten vergleicht und 
sich fragt, ob diese Definition lugleich, einen naturgemHiien Weg xar Aaf- 
Htellung des deSnirtea Begriffes in sich enthält. 
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W«rk von. Sie in er: „ Syetuuatiscbo Entwickelung der Ab- 
hängigkeit geometriecber Gtestalteo" etc. hat in den die Kegel- 
schnitte und den Kreis betreffenden Capiteln mir reichhaltige 
Voi^ag^i gegeben, doch musste ich, um den Umfang dioBer- 
Gnutdlinien mcbt'ZU gross werden zu lassen, einetweileo davon 
absehen, dieses schon sehr umi^ngliche Material mit aufzu- 
nehmen. Sollte die Darstellung des bis dahin aufgenommenen 
TnhaUs. einige Anerkennung finden und dem Büchlein freund- 
liche Aufnahme bereiten, so dürfte sieb mein Wunsch, in die- 
sem Sinne eine Fortsetzung davon zu geben, leicht in Aus- 
führung bringen lassen. 

Obwohl ich in eine nähere Auseinandersetzung der For- 
men, welche ich bei Entwickelung und Einkleidung der be- 
treffenden Sät&e gewählt habe, hier nicht eingehen kann, son- 
dern eine vorläufige Durchsicht des Inhalts empfehle, so will 
ich doch über einzelne Punkte eine kurze Erläuterung noch 
beifügen. 

Das Princip der Zeichen habe ich nach dem Vorgange 
von Herrn Möbins, welcher dasselbe zuerst und in allen 
seinen Schriften consequent durchgefijhrt und beibehalten hat, 
streng beobachtet. Für das Weitere darüber möge man das 
erste einleitende Capitel vergleichen. 

Die symbolische Bezeichnung des Doppelverhältnisses 
habe ich dem barycentrischen Ualcul entn<nnmen und dersel- 
ben auch die symboliache Bezeichnung der im fünften Capitel 
erörterten absoluten Doppel Verhältnisse und der Doppelwinkel 
angepasst, bin also von der spätem, vom Herrn Möbius in 
seiner „Kreisverwandtschaft" gegebenen Bezeichnung etwas 
abgewichen, was mit Rücksicht auf Gleichmässigkeit in 
der Bezeichnungs weise sich wohl rechtfertigen lassen wird. 
Eine entsprechende symbolische Bezeichnung habe ich auch 
für die Involution angegeben, musste mich aber in dessen Ge- 
brauche etwas beschränken , weil ich zugleich einen etwas 
zusammengesetzteren Algorithmus für diese Bezeichnungs- 
art hätte einfügen müssen, wovon aber aus anderweitigen Rück- 
sichten vorläufig noch abzusehen war. 

Dass die Verwandtschaft der Rcciprocität der Collineation 
nicht mit beigefügt worden ist, dafür sind in einer Schluss- 
bemerkung die Gründe angegeben worden. 
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Sollten vorliegende Grundlinien etwas zur Anregung für 
das Studium der neueren Geometrie mit beitragen und nament- 
lich zu näherer Einsicht und gründlichem Studium der Original- 
schriften und Werke bereits oben genannter Meister der Wissen- 
schaft MöbiuB, Steiner, ChaBlcB, v. Stau dt Veranlassung 
geben, so könnte der Zweck dieser Blätter als hinlänglich er- 
reicht bezeichnet werden. An einer eleganten AuBstattung 
derselben hat die Verlagsbuchhandlung ersichtlicher Weise es 
nicht fehlen lassen. 

Dresden, im November 1857. 

Witzschel. 
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Erstes Capitel. 
Emleitnnp, 
Princip der Zeichen und deasen Anwendung aitf Abschnitte einer Gra- 
den, Hilf Winkel nnd Flächenr&ame einer Ebene. §. 1 — 24. 

Zweites Capitel. 
Von den DoppelTdrMltniaflen. 

§.25. Erklärungen. 2». Relative La^e der vier Pnnkte eines D-T. 
2T. 28. 29. Beziehungen zwischen D-TV. derselben 4 Punkte. 30, D-V. 
bei 6 Pimhten. 31. Beziehungen zwischen 3 D-W.bei ä Punkten. 32.D-V. 
bei »Punkten einer Graden. 33. D-VV. von 4 Graden. 31. Beziehungen' 
zwischen den D-W. derselben 4 Graden. 35. Beziehungen der D-VV. von 
4 Graden und 4 Punkten, 38. Folgesätze. 37. Kelationen zwischen D-VV. 
auf 5 Graden. 3S. Lehrsatz. 39. Andere Ausdrucke für D-VV. zwischen 
4 Punkten oder Strahlen. 40. Zurückluhrnng eines D-V. auf ein einfaches. 
41. Construction des 4. Punktes oder Strahles eines D-V. 

Drittes Capitel. 
Das iLannonisdie Verhältni«. 

g,42, Definitionen. 43. Tbeilung eines Abschnitts nach' einerlei Ver- 
hlUtnisB. 44. Zusätze, Lagen Verhältnis sc von 4 harmonischen Punkten. 
45. Erklärung. HarmoniBchea StrahlenbOschel. 46. Harmonische Lage von 
4 Strahlen in besondern Fällen. 47. Metrische Verhältnisse bei 4 harmo- 
nischen Punkten oder Strahlen. 4B. Andere Ausdrücke f^r das harmonische 
Verhältniss. 49 — 53. Ausdrücke nnd Kelationen für das harmonische Ver- 
hältniss unter Zuziehung eines beliebigen 5. Punktes. 54. Ausdrücke un- 
ter Zuziehung zweier beliebigen Punkte. 55 — 50. Bestimmung eines 
harmonischen Punktes oder Strahles, wenn die andern drei oder deren 
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stellvertretende Elemente gegeben vnd. 60, Harmonische Verhaltuisse 
am vallstUndigen Vierseit und Viereck, ßl. Definitionen (vollstiindige Fi- 
guren betreffend). 02. Anderer Ansdruck des Satzes in 60. 63 — 64. Con- 
stntction eines 4. barmoniachen Punktes oder Strables. 



Viertes Capitel. 
Von den ZnTolationen. 

g. 05. Definition von Involution. 66. Lebraats. 67. Vier andere In- 
Yolutionsgleichnngen. 08. Lehrsatz. Ö7. Syinboliscbe AasdrÜcbe für die 
InvoIntiEon. 69, Znaammenstellung der bisherigen Involutionsgleichungeo. 
70. Nocb andere die Involution bezeichnende Ausdrücke. Tl. Lagenvi 
hältnisae von 3 in Involution stehenden Punkbepaaren. 72. Involution z« 
sehen mehr als 3 Panitepaaren. 73. Centralpunkt, 74. Lage des Central- 
punktea. 75. Bedeutung des GeotralptiiihteB für 3 und mehrere involuto- 
rische Paare; dritte Definition der Involution. 76. Lehrsätze. 77. Be- 
stimmung des Centralpunktea. 78- Doppelpunkte der Involution. 79. Har- 
monie der Doppelpunkte mit den iuvolutori sehen Pnnktepaaren, 80. Invo- 
lution der Doppolpunkte mit vier zu allen möglichen Paaren eombinirten 
Punkten. 81. Lehrsatz. Der Centralpunkt in der Mitte zwischen beiden 
Doppelpunkten. 82. SymmetriscbeJnvolution. 83. Coustruction der Dop- 
pelpunkte, 84. Conatruction des ö. Punktes der Involution. 85. Involn- 
torische Strahl enbüschol. 86. FolgesÜtie, 87.-Doppolfltrahlen eines invo- 
lutorlschen Strahlenbüsehela. 89. Folgesätze. 00 — 98. Lehrsätze und 
anderweitige Involntionagloicbungen. 99. Aufgaben. 100. Involutionen 
am vollstäadigen Viereck und Vierseit, 



Fünftes Capitel. 

Oeometrüche Dentnog and Conitrnction imi^iniürer Werthe 

nnd Formen ; compleze Doppelvarhältniste nnd 

Involntionen. 

§. 101. Vorbemerkungen. 102. Richtungafactor einer Strecke. 103. Be- 
sondere Werthe des Eiiibtungaractora. 104. Zusätze. 105- Lehraatz. 106. 
Zusätze. 107- Bednction eines Viereohs auf ein DreUck. 108. ZusHtze. 
100. Einfache VerhSltniaae awisehen oomplenen Abachnitten und Constmc- 
tion eines complexen Verhältnisses. 110. Zusätze. 111. Compleies D-V. 
113. Symbolisohe Bezeichnung eines compleien D-V. 113. D-VV. und 
Doppelwinkel derselben 4 Punkte einer Ebene. 114. Znutae. U5. Com- 
pleie D-VV. bei 5 und mehreren Punkten einer Ebene. 1 16. Znrückfiibmng 
eines eompleien D-V. auf ein ein einfachea ; Beiapiele. .117. Beispiel mit 
5 D-VV. und Doppelwlnkoln und Aufgabe. 118. ConstmcKon des 4. Punk- 
tes eines complexen D-V., wenn 3 Punkte nnd der Werth deMelben gege- 
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ben sind. 119. Zustttze nndFolgeruD^en. 120. Besondere Fälle. 121. Har- 
moDische Lage von 4 Punkten einer Ebene. 122. Construction des 4. bai- 

Qionischen Punktes ku drei gegebenen der Ebene. 123. Conatr. zweiarza- 
geordneter barmoniscihcr Punkte, woan in der Ebene die beiden andern 
nnd die Mitte der gesuchten gegeben sind. 124. Beatimmang imaginärer 
Durchschnitt« punkte eines Kreises und einer ausserhalb desselben liegen- 
den Graden. 125. Imaginäre Durchs cbntttspunkte, gemeinschaftliche Sehne, 
Chordale zweier und mehrerer Kreise. ' 126. Invulutioa tou sechs Punkten 
einer Ebene, complexes Dreieckschnittsverhältuiss. 127. Auflösung und 
geometrische Bedeutung der Gleichungen B des §. I2tj. 128. Centralpankt 
involutoriacher Punkte einer Ebene. 129. Construction des Central punktes 
130. Zifsätze nnd Folgerungen. 131. Doppelpunkte der Involution. 132. Be- 
sondere Fälle der Involution von Punkten einer Ebene. 



Sechstes Capitel. 
Von dea geometrischeii Terwandtachaftan der Figuren. 

§. l;!3. Vorbemerkungen. 134. Erklärnngen. I3S~140. Lehrsätze, 
bezüglich der Collineatiou von Punktreihen und Struhl huscheln. 141. Me- 
trische Verhultniase uud Gleichungen für die Collineation zweier Punkt- 
reihen oder Strahl büa che 1. 142. Geometrisobe Bedeutung und Constmc- 
tioa der Coustante L 143 Anderer Aasdrnck für die Collineation der 
Punkte zweier Graden. 1 J4. Dritter Anadruck für die Collineation gorad- 
Hniger Punktreihen. 145, Zusätze. 14Ö. Vierter Ausdruck für die Colli- 
neation geradliniger Punktreihen. 147. .allgemeinste Gleichung der Colli- 
neation zweier geradliniger Punktreihen. 14S. Metrische Belation für colli- 
neure Strahl cnbüschel. 140. Collineare Punktreihen auf einer und derselben 
Graden. 150. Zusätze. 151. Doppelpunkte ähnlicher, einstimmig gleicher 
und symmetrischer Reihen. 152. Bedingungsgleiohungen für das Zusam- 
menfallen der beiden Doppelpunkte in einem einzigen. 153. Eigentbüm- 
lichkeitcn zweier coUinearer Theilungen derselben Graden, wenn deren 
Doppelpunkte imaginär sind. 151, Anderweite Gleichungen für die colli- 
neare Theilung einer Graden. 155. luvolutoriache Theilung einer Gruden 
als besonderer Fall der coUinearen Theilung. 156. Zusätze. 157. Involu- 
tionen von Punkten zweier auf einer Graden liegenden colüncaren Punkt- 
reihen. 158. Lehrsatz. 15ä. Coaatruction der Doppelpunkte £, F und des 
Mittelpunktes derselben. 160. Collineare StrsJilbiischel mit demselben 
Mittelpunkte. 101. ColUneation ebener Figuren. 1S2. Unendlich entfernte 
Punkte und Grade colünearer Figuren. 163. Geomelriache Bedeutung der' 
Couatautcn i und n der Gleichung (a) in §. 161 und Folgerungen. 164. Me- 
triache Verbältnisae an collinearen Figuren. 165. Flächcnrelationeu. 166. 
Constmctioa collinearer Figuren. 167.. Cfollinear (perspeetivisch) liegende 
Figuren i Lehrsatz. 168. Erklärungen und Zusätze. 169. Conatmction 



jM,Googlc 



colHtMar Hegender Figuren , abge)«Hct sns der »H^meinen I 
coUfMMfer FigBre«. tTO. Metrische Kelationen bei collinear liegenden Fi- 
giK«n. 171. Collinsare InTolntian ebener Fignrtin. 172. Affinität ebener 
S<rsteme. 173, Oieicfakeit ebener Figuren. 174. AehnKclibeit geradliniger 
und ebener Systeme. 175. Aehnlicbgleiehlteit geradliniger und ebener 
Sjfltcne. 178. Stenung beHebiger follinearer Figuren einer Ebene in colll- 
n«spe Log« bu eiaander. SchlwBbemerknngen , die Reciprocität und Kreis- 
verirandtsebaft betralfead. 
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Erstes Capitel. 

Einleitung. 



JVLit der Bezeichnnng AB ela der Zusammen Btellung des Anfangs- 
nnd Endpunktes einei- begrenzten Graden oder einer Strecke soll 
nicht blos die Länge des zwischen A und B enthaltenen Stückes 
der Graden, sondern auch die Ric>tifng desselben in sofern an- 
gegeben werden, als man sich vorstellen kann, dass AB durch die 
Bewegung des Punktes A nach B erzeugt worden ist. Dagegen 
soll BA die durch Bewegung von B nach A entstandene Strecke, 
welche ebenso gross als die vorige ist, aber entgegengesetzte 
Richtung hat, bedeuten. Mit Anwendung der entgegengesetzten 
Vorzeichen auf Strecken von entgegengesetzter Richtung hat man 
daher 

, BA=. — AB oder 

\ AB + BA = <i. 

.§. 2. 
Liegen die Punkte A, B, C in einer Graden, so hat man für 
jede Aufeinanderfolge derselben 

iAB-\- BC+CA=^(i, und hieraus 
AB~AC=C8 ' 
AB—CB=AC., , 
Der dritte Punkt C kann' gegen die beiden erstem A und B nar 
drei verschiedene Lagen haben, nämlich l)auS6erhalb der Strecke ^£ 
auf der Seite von B , wobei die Aufeinand*erfolge der Punkte A, B, C 
Ist; oder -3) ausserhalb der Strecke AB auf der Seite von A, wobei 
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die Anfemanderfolge der Punkte C, A, B ist; oder 3) zwischen A 
und B, wobei die Aafeinanderfolge der Punkte A, C, B ist. Nimmt 
man nun ftir alle drei Fälle die Richtung von A nach B als die pO' 
sitive an, so hat man im ersten Falle 

A^+BC=AC 
aber AC=~-CA, folglich 

AB + BC+CA = <t. 
Im zweiten Falle hat man 

CA + AB = CB = — BC, 
fblglich 

CA+AB + BC = 0. 
Im dritten endlich 

AC+ CB = AB, 
oder — CA — BC = AB, 

folglich ebenfallfl AB + BC-\- CA = 0. 

Bezüglich des zweiten und dritten Falles kann man anch, die 
Richtigkeit der Gleichung für den ersten vorausgesetzt, sagen : Da 
die Reihenfolge der Punkte des ersten ^, ff, <7 in die des dritten 
Ay C, B übergeht, wenn man B mit C und C mit B vertauscht, und 
diese wieder in die zweite C, A, B, wenn man A mit C und C mit 
A vertanscht, diese Vettanschnngen aber in dem Resultate 

AB+BC-i-CA^^O 
des ersteuFalles nichts ändern; so gilt der Satz auch allgemein filir 
alle drei Fälle. 

Die beiden andern unter II. aufgeführten Beziehungen erge- 
ben sich nach I. unmittelbar ans der so eben e 



§: 3. 

Zusätze. 1) Die zweite unter II. enthaltene Gleichung Ifisst 
auch folgende Fassung zu. Ist die Lage des Punktes .J durch seine 
Entfernung von irgend einem Anfangs- oderKullpunkteÖ gegeben 
und will man denselben auf einen andern Nullpunkt (»'beziehen, so 
hat man hierzu immer 

1) QA = ffA~Q-Q 

wie anch die gegenseitige Lage von Q, Q' und A in der Graden sein 
möge. (Veränderung des ÜoardinatcnftnfaDgs.) 

2) Ebenso lässt sich jede Strecke AB durch die Entfemnngen 
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ihrer Endpnnkte von einem gemeinsamen Anfangspunkte C wie iolgt 
ansdttickeii. 

2) AB=OB — OA. 

§. 4. _ ■ 
Sind A, B, C, . . . N beliebige Punkte einer Gwiden in irgend 
welcher Aufeinanderfolge , so ist stets 

m. AB-\-BC + ...+ NA = i). 

Ximmt man nSmlich an, der Satz habe Giltigkeit für eine ge- 
wisse Anzahl m Punkte A, J), C, . . . L, M, dass also 

AB + BC+... + LM+MA,= l}, 
so folg^, dasB, wenn man noch einen Punkt JV hinzufügt, ^r den 
man nach II. 

AM + MX + NA=i} 
hat, auch 

AB + BC+... + LM'+MA + AM+MN+NA = 0, 
oder weil MA + AM^= 0, 

AB-\-BC+'.. . + LM-\-MN+NA = 
ist; d. h. gilt der Satz für in Punkte einer Graden, so ist er auch 
für m + I Punkte, folglich allgemein richtig , da er fttr drei Punkte 
erwiesen ist. 

■ §.5. . 
Sind A nnd ^ zwei Punkte einer Qraden, bestimmt dnrch ihre 
Entfernungen QA und QÄ von einem gemeinsamen Anfangspunkte, 
femer M der Mittelpunkt der Strecke AA, so ist immer -- , 

3) ^ = QM, s 

4) QA .QÄ =iQM*—'M^='QM*^MÄ*. 
Man hat nämlich für die 3 Punkte Q, M, A 

QA = QM+ MA, 

ebenso für Q, M, ^ 

endlich für A, M, Ä 

MA=~ MA'. 
Addirt man die beiden ersten Gleichungen, so erhält man mit 
Berücksichtigung der dritten 

■ QA + QA: = 2QM, - 

1* 



jM,Googlc 



xmS dnrcli Multdplication der beiden ersten 



Sind A,Ä ,B,V Punkte einer Graden, ^ und ilT die Mitten dei 
Abschnitte AÄ toxiA. BB", so ist iinmer 

AB + AB' AB' + A'B_ 



Denn bezieht mau die Punkte auf einen gemeinsamen Anfangs- 
punkt , 80 ist 



folglich QN^QM= MN = 



QB + QB'—QA—QX 



QB—QA = äB, QS—QA = JtB, 
OB— QÄ= AB, QB' —QA= AB", 
„„_^B + ÄK _AB + A'B 



Sind A,B, C, D vier Punkte einer Graden in beliebiger Auf- 
einanderfolge , so ist immer 
vIlUtM'i ^^" AB.CB+BC.A1)+CA.BD = 



JV 



T^lj^^Wweis. Es ist 
*"^ - i AB = AD4-BB,, BC=BD + DC, CA = CD + DA; 

mnltiplicirt man der Reihe nach diese Gleichungen mit CB, AB, Bö, 
also: 

AB.CD = AB.CB+BB. CB, 

BC.AB = BD.AD+ BC.AD, 

CA . BD= CB.BB + BA. BB, 

addirt dieselben und berücksichtigt mau , dass AB . CB + BC . AB 

^^ n. s. w. ist, die sechs Producte also auf der rechten Seite sich 

zu je zweien aufheben, so erhält man 

AB . CB + BC.AD+ CA . BB = 0*) 



•) Znr Bildung di eaes Aiiailruc kB fügt man der gleichgerioliteten cyk- 
Ijsclien Folge der Buchstaben A, B, C 

ABC BGA CAB 
den vierten D an ein »fhd derselben Stelle bei, also 
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Sind Ä^ B, G, D vier beliebige Punkte einer Geraden, so ist 
bei jeder Aufeinanderfolge derselben 

V. AB .cB-\-BC.^4^+CA. 'BD* = — AB . BC . CA 
oder 

Ä^ . BD* Cffl _ 

AB . AC'^ BCBA"^ CA\ CB'~ '' 
Beweiti. Mnltiplicirt bian die Gleicbtingen 
AB = AD + DB 
BC=-BD + DC 
CA = CD + DA 
mit einander, und berücksichtigt dabei, dass beispielsweise AD . DA 
= — AD* \mA AD -\- DB = AB iat , so ergiebt sich obiges Resultat 
ohne Weiteres. 

Der Satz behält seine Giltigkeitr auch wena- einer der vier 
Punkte z.B. D ausserhalb der Graden liegt, in welcher die 4rei 
andern enthalten sind. ,i/^ öiU4Ä*^:>a.ÄiI 

Denn (Fig. r) fällt man von D auf AB 
das Perpendikel DE, so hat man 
Tö* — C^=rÄE?—C^= {AE~CE){AE + CE) 

= AC{AE + CSr), 
ÄD'—B^=^ÄE*-'bE'={AE~BE){AE+BE) 
=AB{AE+BE). 
Hieraus folgt weiter 

(ÄD^—CD*) AB=AB. AC{AE+ CE), 
(ÄD'—BD*) AC= AB . AC{AE+BE) 
und nach Subtraetion beider Gleichungen von einander 

Jö», CB — CD'. AB + 'BD', AC = AB . AG . CB, 
oder AB.CD' + BC.'ÄD'+CA. BD*= — JB. BC.GA. 

Wenn man hierbei die CD als Halbirui^slinie des Winkels 



y-iyf/^/.s»k^-a^'o) 



Fig. I, 






ABCD, BCAD, CABD, 
oder ABDC, BCDA, CADB a. s. w., 

setzt zwischen die beiden mittleren Buclislaben d&s MultipHcationa zeichen 
u. B. w. Dieser Ausdruck kiinn übrigenB als der bcBondere einer viel all- 
gemeineren Betatian mischen Sjstemcu von Fimkten in Einer Graden dar- 
gestellt werden. 
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ADB oder des Kebenwiokels davon annimmt, oder wenn C der 
Halbiningspunkt des Abschnittes AP ist, wenn femer ausserdem 
für diese besondem FKlle noch j4D = BD n. s. w. voransgesetzl: 
wird ; so ergeben sich aus vorstehender Gleichung mehrere bekannte 
Sätze der Elementargeometrie. 

Aue der Gleichung V- lÄsst sich noch eine zweite bemerkens- 
werthe Belation bezüglich vier beliebiger Punkte A, B, C, D einer 
Graden ableiten. Nach -V. bat man nKmlich 

AB .'C& + BC .1^ + CA . BD*-\-AB: BC.CA = 0, 
BC.ß^ + CD.B^ + LB. C^+BC.CD.DB = 0, 
CD . 1^ + DA.CB* + AC . D¥+ CD.DA.AC = 0, 
DA.'bC' + AB .D^+BD. ÄC' + DA. AB. BD = 0. 
Addirt man die erste und dritte und subtrahirt davon die zweite 
und vierte, so ergiebt sich 

VT. AB.BC.CA~BC.CD.DB + CD.DA.AC~DA.AB.BD = 0, 
oder 

^B.BC.CA = DA.AB.BD + DB.BC.CD + DC.CA.AD. 
Man vergleiche hiermit §, 23 II. 



8- 9- 
Sind durch Aj{, BB" oder kürzer durch a und b die positiven 
Richtungen zweier Graden in ein und derselben Ebene bezeichnet, 
so Boll unter ^.^■'ffS' oder kürzer a^b der Winkel oder der Ei cb- 
tnngsunterscbied derselben, d.h. diejenige Grösse der 
•Drehung verstanden werden, welche die im Ausdruck 
zuerst genannte Grade A^f oder a um den gemeinsamen 
Durchschnittspunkt beider in einem gewissen (positi- 
ven) Sinne, z. B. von der Sechten nach der Linken 
machen müsate, wenn ihre positive Kichtung mit der 
positiven Bicbtung der andern Geraden BB" oder b zu- 
sammenfallen sollte. 

§. 10. 
1) Fallen die positiven Eichtungen beider Graden in eine Grade 
zusammen , so kann man sich vorstellen , dass die eine Grade noch 
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gar nicht gedreht wordea ist, oder eine, zwei . . . n volle Umdreh- 
ungen von 360* in irgend einem Sinne gemaclit hat , d. h. der Win- 
kel beider Graden ist = 0, oder = n , 360", oder nach einer andern 
bekannten Bezeichnungaweise =0, ^^n, wobei n jede ganze po- 
sitive oder negative Zahl e ins chliea such der bedeutet. Man hat 
somit AÄ''AÄ = ;= 2 n it. Hlerans geht hervor, dass in der gegen- 
seitigen Richtung zweier Graden nichts verändert wird, wenn man 
dem Winkel derselhen eine Anzahl voller Umdrehungen in irgend 
einem Sinne oder- ^f: n . 360" hinznfBgt. £ine oder mehrere 
volle Umdrehungen sollen daher auch, insofern deren 
Hinznfügung in der gegenseitigen Richtung der Gra- 
den nichts verändert, gleich ©gerechnet werden. 

2) Liegen die beiden Graden mit ihren entgegengesetzten Rich- 
tungen aufeinander, so ist der von ihnen gebildete Winkel = 180°; 
d. h. es ist AÄ'-ÄÄ = 180» {= %). 

3) Sind zwei Grade einander parallel, so sind ihre positiven 
Richtungen entweder gleich oder entgegengesetzt, d. h. wird die 
eine Grade sieh selbst parallel verschoben, bis sie mit der andern 
zubammenfällt, so kommen entweder gleiche oder entgegengesetzte 
Richtungen aufeinander zu liegen; im erstem Falle ist der Winkel, 
den sie bilden, = 0, im andern = 180*. 

Bemerkung, So wie man Strecken oder Abschnitte in einer 
und derselhen Graden rucksichtlich ihrer Kichtnngen mit einander 
vergleicht und ihnen eine gemeinsame Richtung zuweist, auch wenn 
sie nicht einen, und denselben Anfangspunkt haben, ebenso kann man 
die Winkel in einer und derselben Ebene, auch wenn sie nicht einen 
und denselben Scheitel haben, nach einer gemeinsamen Drehungs- 
richtung bemessen oder nach einem nnd demselben Sinne 
rechnen. ^Auf diese Weise lÄsst sich dasPrincip in der Bezeichnung 
entgegengesetzter Grössen auch auf Winkel als auf Drehungsgrössen 
und zwar*) in einer viel weitem Ausdehnung als in der Regel zeit- 
her geschehen ist, anwenden, und in der Folge soll diese 
auch stets beobachtet werden. 

§. II. 

Bezeichnet 0*6 nach dem Vorhergehenden den Winkel, um 
welchen die Grade a in der Richtung von rechts nach links gedieht 



*) Nach dem Vorgange von Herrn Möbln 
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werden mass, wenn ihre poBitive Richtung mit derjecigen von 6 zn- 
eammeof allen soll, so bedeutet 6*a entweder den Winkel, um welchen 
die Qrade b in demselben Sinne von rechts nach links gedreht wer- 
den muss, wenn ihre positive Richtung mit der von a zusammenfal- 
len soll, d. h. den Ergänzungswinkel zu 360' von a*6, oder den Win- 
kel, um welchen b in entgegengesetzem Sinne von links nacb rechts 
gedreht werden mnse , wenn ihre positive Richtung mit der von a 
zns.ammenfsllen soll , d. h. den negativen Winkel von a^b. Im 
erstem Falle hat man 

r« = 360« ~ a'ft 
im andern dagegen 

Da aber eine volle Umdrehung von 360' gleich zu rechnen 
ist, so hat man in jedem Falle 

I. t^b + ft'fl = nnd a'b = —b^a. 

§. 12. 



1 einer Ebene, so hat man f)ir jede 



Liegen drei Grade a 
Lage derselben 

II (a*6 + &'c + c"a = 0, a!-b + b'^c = i^c 

'a*6 — a''c = c''b, a^b — e^b^t^c 
wobei alle Winkel in einerlei Drehnngssinne genommen werden. 
Im Allgemeinen schneiden sich die dcei Graden in dreiPnnkten, 
nnd bilden daselbst zu je zweien die betreffenden Winkel. Legt 
man durch den Durchachnitt zweier Geraden a, B. von a and b 
welcher C heisse , eine mit der dritten c gleichgerichtete Grade c, 
so bildet letztere dieselben Winkel mit a und b wie die Gerade 6 
und man kann statt der Winkel a**, ft'c, cfa die Winkel a"6, 6*c', 
Nnn kann die positive Richtung von c' ge- 
gen den von a und b 
I. 2 b. gebildeten Winkel nur 

zweierlei Lagen haben, 
nämlich entweder aus- 
serhalb des Winkels 
"^f *■'' o*ö, hinter b und vor a 
(Fig.üa. u. 2b.), oder 
innerhalb a*6 , d. h. 
zwischen a und b (Fi- 
gur 3a. u. 3b.) liegen. 



1 Betracht ziehei 



Fig. 2 a, 
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I) Liegt c ftussu 
halb des Winkels a"fc, Fig. 3 a . n. 3t. 

so hat man die Grra- 
den a, b, c'hintereia- 
ander in der von 
rechts nach links ge- 
henden Drehnngs- 
ricbtaag innerhalb ei- 
ner ToUen Umdrehung, nnd es ergiebt sich unmittelbar 
a-b + b^c + c'^a = 360* = 0. 
3) Liegt c zwischen a und b , so geht man von a nach b nnd c 
in einerlei Sinn von rechts nach links zweimal im Umkreise herum, 
oder man hat 

o"6 -I- 6V + c *a = 2 . 360" = 0. 
Da nun c"c' = 0, also c''a = c^a und 6*c' = 6*c ist, so ergiebt sich 
fttr alle FtOle 

a-b + c-b + a'-c = 
und faierans, weil c'6 = — b^c, &'a = — a^c ist, 

o-A + b-c = a-c, 

a*6— a*c = c*6, a*6— c*6 = fl'c. ^ ' ü 

§.13. -^-." ^ \' 

ZnsKtze. 1) Ist die Richtung einer Graden a durch den Wini- 

kel , welchen sie mit einer als Anfangsriehtung dienenden Graden ^ 

bildet, gegeben und man will dieselbe auf eine andere Grade g' als 

Bichtungslinie beziehen, so hat man hierzu 

1) ^a = q'-a — q"q, 

wie auch die gegenseitige Richtung der Graden g, g', a in der Ebene 
sein möge. 

2) Der (Richtungsunterschied) Winkel (^b IKsst sich in gleicher 
Weisse durch die (Richtungsunterschiede) Winket, welche seine 
Schenkel mit einer gemeinsamen Richtungslinie q bilden , aus- 
drücken. Man hat daftir 

2) a*6 = q-b — q^a. 

3) Vertauscht man in dem Ausdrucke AÄ^BK eines Winkels 
eine der beiden Strecken AÄ mit ihrer entgegengesetzten j(A, so 
giebt man dem Winkel einen Zuwachs von 180°, oder ea ist 

^Ä-BS = AÄ-Bff -i- 180" 
ebenso AJ(''SB= AÄ^BS + 180". 
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Man hat uämlich 

ÄA-Bß = ÄA^^AÄ + AÄ-BS, 
aber A'A'-AÄ=\^'', 

folglich n. s. w. 

4) Vertauselit man in AÄ''BB' beide Strecken mit ihren entge- 
gengesetsten , so giebt mttn dem Winkel einen Zuwachs von 360° 
= 0, d. h. es ist AÄ'-BW=4^BB. (Folgt unmittelbar aus 3.) 

§- 14. 
Sind in einer £bene beliebig viel Grade a, b, c, . . .m, n in ir- 
gend einer Aufeinanderfolge gegeben, so ist stets 

III. «"6 + i^c + . . . + m"» + n'rt = 0. 

Wird der Satz für ft Grade als richtig angenommen, ist also 

fl"6 + fc*c+ . . . + rm + m'a = 
und nimmt man noch eine Grade n hinzu, für welche 

ist, so geben beide Gleichungen vereinigt 

ö'ö + 6'c + . . . + rm + m"a + fl-m + m*n + fi'a = 0, 
oder kürzer , weil m*« + a*m = 

d.h. gilt der Satz für fi Grade, so ist er auch richtig für ji + 1 Grade. 
Nun ist er für drei Grade erwiesen, folglich etc. 

§. 15. 

Sind die beiden Graden a und a durch die Winkel, welche 
sie mit der gemeinsamen Kichtungslinie g bilden, ihrer Richtung 
nach in derEbenebestimmt, ist femer m eine Grade, welche den Win- 
kel a'Vt'halbirt, so ist 

3) ä-4i:_=,-„ 



= sin' g*in — si 



und 

4) 1 

Wie in §. 5 hat man 

folglich, weil m^a + m''o'= 

Wendet man femer auf die Gleichungen 
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sin ^a'=sin (j"n» + m''a) 

die Formel sin (.r + y) = sin x cosy + sin ycosx an nnd maltipli- 
cirt sie, so erhält man die Relation 4). 

§. 16. 
Sind a,a,b,b' Grade einer Ebene, m nnd n die Halbirnngs- 
Ünien der Winkel ^a, b'-b', bo ist 



5) 




2 


2 


-=».*». 


enn bezieht 


ma 


1 die Bichtungen 


derGraden auf eii 


bicbtangslinie 


?. 


so bat man 








,-» '--V, 


9'» = 


g^b + g-b' 



oder weil g*« — j*mr=ffi*n, y*6 — q'-a^a'^b etc. ist, 

rt + d^^^^s + rt- 

2 2 

8-n- 

Sind Ol, h, c, d vier beliebige Grade einer Ebene, ao ist immer 
f st» a*6 sin t^d + sin fi^c sin a!'d + »in c"« «n fc'rf = 0, 

Wie in §. 7 ergrebt sich dieser Satz, wenn man die drei 
Gleicbnngen 

sina*6 = sirt(flV+(r6) 

sin6'c = sin(6V+ifc) 

sin c'^a = sin (c'rf + d*a) 
der Reibe nach mit sin c"d, stn o*rf, sin 6'd multiplicirt und die Pro- 
ducte rechts nach der Formel sin {x + y) ^= sin ar cos y + cos x sin y 
entwickelt nnd berücksichtigt, dass si« x^= — sin ( — x) ist. 

Bemerkung. Man wird erkannt habeo , dasa die Sätze in g. II — IT 
den iQ §. I— ö ganz analog sind. So lange in den Ausdrücken nur Addi- 
tionen und Subtractionen , sowie Multiplieationen und DiTJsionen durch 
reine Zahlen vorkommen, hat man in §.11 — IT ein und dieselbe 
Ebene für dieselbe Grade, denselben Drehnngssinn für dieselbe Rich- 
tung festzuhalten, sowie Orade für Punkt, Winkel fUr Abschnitt oder 
Strecke zu setzen. Die Ausdrücke dagegen, welche Producte von Abschnit- 
ten enthalten , lassen sich unter Bedingungen, welche in einem Satze des 
nficbsten Capitels enthalten sind, nur auf Funktionen (Sinusse) von Win- 
keln entsprechend übertragen. 
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§. 18. 
Das Princip der Zeich.eu ISsst aich auch auf die gewöhnliche 
BezeichnQDg der Winkel, unter Voran 8 setanng einer Beachtung der 
Biichstabenstellnng übertragen. Der Winkel CA'^CB , nach der in 
dem Vorhergehenden entwickelten Bedentang aufgefaast, kann, in- 
dem man die Benennung des znerst gesetzten Schenkels in AC 
umsetzt nnd den mittleren Scheitelbnchstaben C nur einmal 
schreibt, mit derselben Bestimmtheit und Unzw«identigkeit auch 
ku« durch 

ACB 
bezeichnet und dieser Ausdruck wieder rückwärts in CA''CB aufge- 
löst werden. Hiernach ist FG^FB = GFS und FGS = GF^Gß 
u. B. w. 

Da nach Vorhergehendem CB^CA = —CA''CB oder =360" 
— CA-CB ist (§. 10. 1.) , und CB^CÄ nach der eben erklärten Be- 
zeichnungs weise durchficht auszudrücken ist, so bat man allgemein 
BCA + ACB = fi, 
BCA = — viCß =360"— ^Cß. 
Die Ergänzungswinkel zu 180" von ACB erbalten ihre Bezeichnung 
in Folge der §. 13. 3) gegebenen Sätze. Man hat nämlich 
BC^CA = BC^CB + CB^CA (§. 13) 
ß(rCß = ]80''(§. 12. 3), 
mithin BC^CA = 180" + BCA =180"— ACB.*) . 



*} Dieser Bezeicbnang der Winkel analog; läast sich aucb eine ttlmliche 
flir Strecken oder Abschnitte von Graden, iaBofem dieselben durch deren 
gegenseitigen Dnrchachnilt begrenzt werden, zur Seite steHen. Seien n, b, c 
drei beliebige Qrade in einer EbenejC, A,B die Durchschnitte von a und b, 
b und c, c und a, wekhe auch resp, durch 

a-b, b'c, cnoderi'o, c-b,a-c 
angedeutet werden können. Der Abschnitt CA, d. b. der zwischen a und c 
liegende Abschnitt tod b , lässt sich eben so bestimmt nach Orösae nnd 
Richtung durch ab~b-coäer, wenn man den mittleren Buchstaben nur 
einmal setzt, kurz durch 

abc, auch schlechthin abc 
bezeichnen ; desgleichen ist 

A3~bca, BC = cab 
siu setx^n, Ferner, weil 
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§.19. 
Die Sätze in §. 12 und 14 lassen sich oacli dieser Bezeich- 
nungsveise der Winkel in folgender Qestalt wiedergeben. 

Sind A, B, C, D vier beliebige Punkte einer Ebene, so ist 

ABC+CBD = ABD, 

welches anch der Sin» ist, in welchem alle Winkel gerechnet 

werden. Führt man die Bezeichnong der Winkel anf die frühere 

zurfick, 

BA^BC + BCTBD = BA-'BD, 
eo ist der Satz nach §. J2 nnmittetbar einleuchtend. 

Seine Erweiternng auf belie^g viele Punkte A, B, C, D . . , 
..L,M,0 der Ebene in der Form 

AGB + BOC + COD + . . . + XOJtf = AOM 
ISsst sich sowohl auf demselben Wege wie dnrch den Schbiss von 
n aaf n + 1 leicht darthun. 

§. 20. . 
t) Sind ^4, B, C drei beliebige Punkte, so ist 
ABC + BCA + CAB = 180* 
folglich 2 ABC + 2 SC A + 2CAB=:0{%. 10. l) 



AB=-BA, 
AB = bca, BA = e'a-c-b = a-e-e-h = rKb, 
iO ist sncli bca := — arb. 

Diese Bezaicliniing^ weise kann von Natten werden bei Vei^leichun; 

und NebeneinanderBtellung' entsprechend BT SUtze über Drei-, Vier-, Viel- 
Ecke and Drei-, Vier-, Viel-Seite. 

Es liegen nämlich in dem 
durcb drei Pankte A, B, C bestimm- 
ten Dreiecke ABC den Seiten 

AB, SC, CA 
gegenüber die Winkel 

ACB,BAC,CBA 

en Ige g enge aetztem Dreh- 



angsain 



BCA, CAB,ABC. 
Denn von der Richtung der Seiten 
bleibt immer noch die Entgehe id an g 
über den positiven Dreh nngs sinn der 
Winkel unabhSngig. 



dnrch die Grade a, b, c bestimmten 
Dreiseit abe den Winkeln 

n"6, b^c, c^a 
geg^enUber die Seiten 

acb, bae, cba 
oder bei entg^egengesetzter Richtung 
der Seiten 

bca, eab, abe. 
Denn von dem Drehnngssinn der 
Winkel bleibt die Entscheidung über 
die positive Richtung der Seiten noch 
unabhängig. 
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fUr jeden Drehnngssinn der Winkel. Denn der linke Theil der 
ersten Gleicfaaag ist gleichbedeutend mit 
BA^BC + CB'CA + AC-AB 
= BA-BC + BO'AC + AC-AB (§. 13. 4) 
= BA-AC-^ACABz=BA^AB= 180" (§. 10. 2). 
' 2) Der Stitz läast sich aach aal' eine beliebige Anzahl n Fankte 
einer Ebene A, B, C , D . . . L, M erweitem; man hat dafttr alt- 
gemein 

2 {ABC + BCD + CDE+ . . . + LMA + MAB) = 0. 
Nimmt man nämlich diese Beziehung für (i Punkte als richtig an 
und ttlgt denselben noch einen S hinzu , so ist für diesen 

'X{AMN-^M!^-\-yAM) = fi. 
Addirt man beid« Gleichungen und bemerkt, dasa 

LMA + AMN= LMX, NAM + MAB = NAB, 
so erhält man 

2 {ABC + ßCD + . . . + LMN + MNA + NAB) = 0. 
Ist somit die Gleichung für fi Funkte giltig , so ist sie es anch für 
ft + 1 Punkte ; direct erwiesen ist sie für 3 Funkte , folglich n. s. v. 

§. 21. 

Als Beispiele für Anwendung der in §. 18 aufgestellten Be- 
zeichnungsweise mag noch folgende Einkleidung zweier bekannter 
Sätze dienen, von welcher später auch weiterer Gebrauch gemacht 
werden wird. {S. Moebius: über Involution von Funkten in einer 
Ebene — Berichte d. K. Gesellsch. d. Wissensch. z. Leipzig, 1853. 
S. 180.) 

I) Sind A, B, C drei Funkte einer Graden, D ein vierter ausser- 
halb derselben, so ist der Winkelunterschied AiyAB — AirAC=0 
oder := 180', je nachdem B und C auf einerlei oder verschiedenen 
Seiten von A aus liegen. Jedenfalls ist aber 

^AD^AB — 'iAD^AC 
oder iDAB=2DAC; 

sowie umgekehrt aus dieser Gleichung folgt, dasa ^, ß, Cin nicht 
zu bestimmenderlleihen folge in einerGradea liegen.*) 



*) Sind a, b, c drei Grade einer Ebene ,C,A,B die Durchs chnittspankte 
resp. a'b , b'c , c'it, ferner ff eine vierte Qvsde der Ebene, welche a, b, c in 
den Punkten -*■ = «■ d, B'=.b-d, C=^c-rf trifft; so drüukt die Gleichang 
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Sind A, ß, C, D vier Punkte einer Kreisperipherie, so isl, je 
nachdem C und D auf einerlei oder verschiedenen Seiten der Sehne 
^ßliegen, derWinkelnnterschied CA^CB — DA^DB=ü oder = ISO" 
mithin jedenfallB 

•iCA^CB = -2BA^DB, 
oder 2ACB = 2ADB, 

sowie umgekehrt aus dieser Gleichung dieKreislage der vier Punkte 
A,B, C,D folgt.*) 

Aus der Kreislage derselben Punkte folgt auch 
2 {ABC—BCD) = i{ADC—BAD), 

2 {ACD— CDS) = 2 {ABD~CAB), 

3 {ADB—DBC) = 2 (ACß^DAC), 

doch folgt aus diesen Gleichungen nicht unbedingt die Kreislage, 



= A-B) 



-,i-d~a-c lA-0 = 

dab=dac 
i , c emen gemeioBcliaftlkbeii DarcliBchnitts- 



aas, daas die drei Oraden a, 
pankt haben. 

r*) Sind a,b,c,d vier einen Kreia bsrühreade Grude, so Bind die 

welche aaf zwei Graden dnrch dieDurebBcbnittspnnkteiait den jcdesm&Iigea 
Kwei andern Graden begrenzt werden , einander gleich , wobei die Beriibr- 
nngspnnkte der Giadeo, zu denen die gegenüberliegenden Abschnitte ge- 
hören, ftnf I . , . [ Seite der Sehne liegen, welche die beiden an- 

I einerlei ■ ) * 

dern Berübrnngapnnkte verbindet. D. b. es ist Fig. 4. a. u. 4.b. 



Fig. 4 a. 



Fig. 4 b. 




MN±fiF=PM±NO, 



(HO — OF)* = (PM— MX); 
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(Auch ein Viereck, dessen gegenüberliegende Winkel einem 
Hechten gleich sind, also zwei rechtwinklich sich schneidenden 
Kreisen eingeschrieben ist, giebt vorstehende Beziehungen.) 



§. 22. 
Den Umfang eines Dreiecks ABC kann ein darin sich bewe- 
gender Punkt in zweierlei Sinn durchlaufen. Stellt man sich inner- 
halb der Flache des Dreiecks aiif und verfolgt mit dem Auge den 
im Umfange hemmlaufenden Punkt, so erscheint dessen Bewegung 
entweder von der Rechten nach der Linken oder in entgegenge- 
setztem Sinne. Durch die Aufeinanderfolgen ABC oder CBA der 
Buchstaben, womit dasDreieck bezeichnet wird, iKsst sich der eine 
oder andere Sinn der Bewegung dieses Punktes ausdrücken. Nimmt 
man. nun auch den Werth der Dreiecksfläche als positiv oder nega- 
tiv an, je nachdem die Bewegung des Punktes In dem einen oder 
andern Sinne zu denken ist, so folgt znuSchst, dass durch ABC, 
BCA , CAB die Dreiecksfläche in einem und demselben s. B. posi- 
tiven Sinne, in dem entgegengesetzten, negativen aber durch ACB, 



CBA, BAC bezeichnet v 
Fig. 5. 




rd. 

Der gleiche oder entgegengesetze Sinn, 
in welchem Dreiecksflächen aufzufassen 
sind, lässt sich anch in folgender Weise 
erörtern. 

Seien von den Dreiecken ABC, A'B'C 
die entsprechenden Seiten AB und A'B", 
BC und ffC, CA und CA' entweder gleich 
oder in gleichem VerhSltniss, so können 



oder, wenn maii die Punkte M, fl . . . Aaich. d'a , a'b..,, die AbBchuitte 
JHlf, m... durch d'ib, abc. . . ausdrückt : 

(ffSc— 6ci)»= (c<f« — rf<.6)t. Ebenso ist 

(acrf — cdb)* = (dba^bnc)*, 

(adb — rffic)' = {bea — carf)', 
d.h.Dle Differenzen zweier anliegenden Abschnitte (die je- 
deamaligen vier Abschnitte in einem Zuge MlfOPM, MQORM, NQPRN 
dnrchUnfen) der b ertlhrond eo Graden sind absolut genommen 
einander gleich. Umgekehrt folgt aus diesen gleiithen Diffcrensen 
die Kreistage der vier Graden. 



ShyGooglc 



<i FKlle gedficht 



Fig. 6. 
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hinsichtlich der Lage dieser Dreieke folgende s 
werden. 

Verschiebt man das eine Dreieck Ä'B'Ciu der beiden gemein- 
schaftlichen Ebene so; dass zwei entsprechende (gleiche) Winkel 
C und C mit ihren Spitzen und Sehonkeln aufeinander liegen, so 
fallen entweder auch die entsprechenden Schenkel derselben CA 
und CA, CB und Cff aufeinander und die entsprechenden dritten 
Seiten AB und A'B haben gleiche Eiuhtung (Fig. 5), oder es liegen 
die nicht entsprechenden Seiten CA und CB", CB und CA' auf 
einander nnd die dritten Seiten AB und Äß' haben ungleiche Bich- 
tnng (Fig. 6), Im ersteren Falle nennt man 
die Lage der Dreiecke eine einstimmige, 
im andern eine entgegengesetzte oder 
symmetrische nnd bezeichnet oder un- 
terscheidet in solcher Weise oft dieDreiecke 
selbst. Die gleiche Aufeinanderfolge ABC, 
A'B'C der Buchstaben entsprechender Ecken 
giebt bei eiustimmigen Dreieck eu gleichen 
Bewegungssinn des den Umfang jeden 
Dreiecks durchlaufenden Punktes zu erken- 
nen. Bei symmetrischen Dreiecken ist aber der Sinn dieser Be- 
wegungen entgegengesetzt. Hiemach sind die Werthe einstimmiger 
Dreiecksflächen mit einerlei Vorzeichen, die von symmetrischen 
Dreieken mit entgegengesetzten Vorzeichen au belegen. 

Um symmetrische Dreiecke (Fig. 6) in einstimmige Lage zu 
bringen , muss mau das eine derselben um eine seiner Seiten oder 
am irgend eine andere Crrade.der gemeinschaftlichen Ebene als um 
eine Achse eine halbe Umdrehui^ machen lassen, bis es wieder in 
die Ebene fällt. Dann ist die Aufeinanderfolge der entsprechen' 
den Ecken in beiden Dreiecken nach einerlei Sinn und ein weiteres 
Aufeinanderlegen derselben in der oben angegebenen Weise lässt 
sich nun durch Verschieben des einen Dreiecks in der gemein- 
schaftlichen Ebene beider bewerkstelligen. 

Offenbar bezieht sich dieselbe Einstimmigkeit und derselbe 
Gegensatz von Flächen undFUchenmbalten nicht blos auf ähnliche 
nnd ähnlichgleiche Dreiecke, sondern überhaupt auf zwei beliebige 
Dreiecke, wenn die drei Eckpunkte des einen den drei Eckpunkten 
nur irgend wie entsprechen. 

Bezeichnet man die entsprechenden Winkel zweier Dreiecke 
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dorch dieselbe Aufeinanderfolge der Bnchat&ben eni^precIiendeF 
Ecken, so sind bei einstimmigen Dreiecken alle Winkel entweder 
hohl oder alle erhaben, je nach dem Drehnngssinne , in welchem 
man die Winkel beider Dreiecke rechnet. Nimmt man dagegen flir 
die Winkel symmetriacher Dreiecke einerlei Drehungssinn an, so 
sind die Winkel des einen Dreiecks hohl , die des tuidem eAaben, 
wenn die entsprechenden Winkel in derselben Weise bezeichnet 

§. 23. 
Folgerungen. 1) Sind Ä, B, C drei Punkte einer Graden 
und D ein vierter ausserhalb derselben, so ist, weil 

AB-\-BC+CA=fi 
anch mit Vorsetzung von D die Summe der Dreiecke 
iDAB + DBC+DCA = (i, 
\ oder DÄB+DBC= DAC; 
auch verhält sich 

DAB : DBC : DCA = AB:BC: CA. 
2) Man nehme vier beliebige Punkte A, B, C, D in einer Ebene 
an, von denen aber keine drei in einer Crrade liegen , und verbinde 
äi6 zn je zweien durch Grade. Der Durchschnittspunkt der beiden 
Graden AB und CD sei Z.*) De. C, D,Z in einer Graden liegen, 
hat man nach dem vorhergehenden Satze 

ACD + ADZ+AZC=0 
BCD + BDZ + BZC = 0, 
desgleichen, weil A, B, Z in einer Graden enthalten sind, 
CAB + CBZ + CZA = 
DAB + DBZ + BZA = 0. 
Zieht man von der Summe der ersten und dritten Gleichung die der 
zweiten und vierten ab , bo heben sich alle mit Z behafteten Glie- 
der, und man erhält 

ACD ~ BCD + CAB — DAB = 0, 

*) Immer nätalicli nird wenigstens eine.durch A and einen der drei an- 
dern Punkte B, C, D gelegte Grade die durch die beiden übrigen Ponkte ge- 
zogene Grade schneiden. Diese se! hier AB. Sind A, S, C, D die Ecken 
ctaes Parallel ograrama, so sind A und B, C and D ala die gegenüberstehen- 
den Ecken desaelben zu nehmen nnd Z ist der Durchs ohnittspankt der 
diagonalen. 
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wofHr man anch aymiBetrischer schreiben kann , 

ABC~BCD+CDA~DAB = 0, ^ 

oder 

n. ABC = DAB + mc Ar DCA, 

d.h. Wählt man in derEbeiM eines Dreiecks (ABC) ei- 
nen Punkt (i>), so ist die Plächensumme der Dreiecke . , 
{DAB,DBC,DCA), welche diesen Punkt zur gemein schaft- t/fH'il 
liehen Spitze and die drei Seiten des Dreiecks in ge- f 

Bchlosaener Aufeinanderfolge {AB, BC, CA) zu Grund- 
linien haben, gleich demPlächeninhalte des ursprüng- 
lichen Dreiecks (ABC) in demjenigen Sinne genommen, 
welchen dieselbe Aufeinanderfolge der drei Seiten 
(nach §. 22} augiebt. Dieser Satz ISsst sich folgendei^estalt er- 



§. 24. 
-Sind fi beliebige Punkte A, E, C, . . . L, M einer Ebene in ir- 
gend einem geschlossenen Zuge ABC . . . LMÄ durch grade Linien 
(zu einem einfachen /lEck) mit einander verbunden und wählt man 
in der Ebene noch einen beliebigen Punkt P, den man mit den vor- 
hergehenden durch Grade verbindet, so ist die Flächensumme der 
Dreiecke 

m. PAB-\-PBC-lrPCD+... + PLM+PMA=S 
*coastant und unabhängig von der Lage des Punktes P. 

Beweis. Man nehme den Satz für ft Punkte als richtig an, 
fUge zu denselben noch einen Punkt JV hinzu und setze die Summe 
der Dreiecke 

PAB-^PbC^-.. .+ P£M-\-PMS+PNA = S. 
Lässt sich nun beweisen, dass auch S von P unabhängig und nur 
von der Lage der Punkte A,B . . . M, N abhängig bleibt, so ist der 
Satz nach der bekannten Schlussweise allgemein bewiesen. Es istr 
aber nach dem Satze der vorhergehenden Nummer 

PMS + PNA-^PAM^MNA; '■ 

durch Addition derselben zur angenommenen Gleichung III. und 
mit Berttcksichtiguug , dass PAM -)- PMA = ist, erhält man 
PAB+PBC + . . . + PLM+ PMN+ PNA = S+MNA, 
folglich S'=S-{-MNA, 

d. h. ist die FlSchensumme S von der Lage des Punktes P unab- 
h&n^g, so ist dasselbe auch der Fall mit S, folglich u. s. w. 
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Die constante Summe 5 ist ofieabar derFlächeninlialtdes'Viel- 
fecks ABC . . . MA, wenn dagaelbe ein gewöhnliches ohne Doppel- 
punkte oder überhanpt &in solches ist , durch dessen Umfang eine 
beliebige Grade in nur zwei Pnnkten geschnitten wird, und wenn, 
wie gewöhnlich, der Punkt i' innerhalb desselben oder in einen sei- 
^ ner Eckp^unkte gelegt wiid. Aus dem oben err^ieseiien Satze.gebt 
nun hervor, dass diese Fläche auch durch die Summe der Dreiecke 
dargestellt wird, welche zur gemeinschaftlichen Spitze einen ausser- 
halb der eingeschlossenen Fläche des Vielecks liegenden Punkt 
und zu Grundlinien die Seiten des Vielecks haben, wobei indess' 
immer der nach §. 22 zu bestimmende Sinn jeden Dreiecke berück- 
sichtigt werden muss. . 

Da aber dieselbe Summe der Dreiecke von der Wahl desPnnk- 
tes P auch unabhängig ist, wenn in dem Umfang^e des Vielecks 
ABC . . . MA Doppel- und mehrfache Punkte vorkommen, wie z. B. 
in dem Sechseck ABCDEF (Fig. 7) , so ist 
es angemessen ond consequent diese 
Summe der Dreiecke mit Berück- 
sichtigung ihrerVorzeichen als den 
Flächeninhalt auch dieser Art von 
Vielecken festzustellen. Legt man 
den Punkt P nach A , so ist demnach der 
Flächeninhalt des Sechsecks^ßCO^vi gleich 
der Summe der Dreiecke 
ABC + ACD + ADE + AEF, 
von denen das erste und dritte zn einander einstimmig aber entge- 
gengesetzt zu dem zweiten und vierten sind. Derselbe Flächen- 
inhalt kann auch dargestellt werden durch die Summe derDreiecke 

BCD + BDE + BEF -(- BFA, 
oder durch 

CDE -(- CEF + CFA ■\- CAS 
n, 8. w, , wobei der Punkt P bezüglich nach B oder C verlegt wor- 
den ist. 



Fig. 7. 
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Zweites CapiteL 
Von den Doppelverhältnissen. 



§. 25. 

Xjrklärnng. Ist ein Abschnitt AB einer Graden (Fig.8a.od.6b.) 
durch zwei Punkte Cund D dersel- Fig. 8. 

ben Graden getheilt, so wird das a C D B \ 

VerhältnisB zwischen den Verhält- ■ ' ' ' ' | j 

nissen der Theile, d. h. Ä C S 5~^' 

AC AD 
Cß''DB 
ein DoppelvethSltniss genannt. 

Man spricht sowohl von dem Doppel verhSltniss der Abschnitt« 
AC, CB, AD, DB, als auch von dem D.-V. zwischen den Funkten 
A, B, C, D, insofern diese die genannten Abschnitte begrenzen.. 
Da aber vier Punkte A, B, C, D in einer Graden sechs (absolut 
genommene) Abschnitte oder Strecken AB, AC, AD, BC, BD, CD be- 
stimmen , in einem Doppelverhältniss aber nur vier derselben vor- 
kommen können, so sind zur Vermeidung von Vieldeutigkeiten noch 
besondere Bestimmungen nöthig, die in folgender Erklärung ent- 
halten sind. 

Unter dem zwischen vier Punkten j4,ß,C, i> einer 
Graden gebildetenDoppelverhältnisee soll immer das 
VerhäUniss zwischen den Verhältnissen derjenigen 
Abschnitte .^Cund CB, AD und DB verstanden werden, 
in welche die dnrch die beiden erstgenannten Buchsta- 
ben A, B nach OrÖMe and Rlohtang bezeichnete Strecke 
ABAxtmh die beiden andern'znletzt genannten Pnnkt« 
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C and D getheilt wird, j«den dieser Abschnitte nach 
Grösse und Kicbtnng so genommen, dass die Snmmen 
je zweier, welche die Glieder jedes der beiden Ver- 
hSltnisse 

AC AD 
CB ' DB 
bilden, d.h. die Sammen 

AC+CB, AD + DB, 
gemäss den§.l gegebenen Bestimmnngen der getheil- 
ten Strecke jlfi gleich sind. 

Hiernach ist das Doppel verhältniss (zwischen den) der Punkte 
A, C, ß, D 

AB AD 
BC' DC 
■vto\ifiiAC als die getheilte 8trecke,B nndZ> als die Theilangspankte 
derselben anzusehen sind. 

Der Kürze halber soll das zwischen den Funkten j4,fi,C,2> ge- 
bildete Doppelverbältniss , oder 
^_ÄD 
CB ' DB 



mit (ABCD), 



D und A die Schnittpunkte sind, mit (BCDA) bezeichnet werden. 

Umgekehrt setzt man den symbolischen Ausdruck eines Dop- 
pelverhältnisses, wie (CDBA) in den gewöhnlichen um, wenn man 
aus den beiden ersten oder Grenzbuchstaben CD der getfaeJlten 

Strecke die Form — ^ : — ^ bildet, und das erste VerhSltniss durch 
dfen dritten Buchstaben B , das zweite <(^rch den vierten A vervoll- 
ständigt, wodurch man ^ : -j= erhält. 

AnmeTkang. Die Torstehende Erklärangnud Bezeichnung derDop- 
peWerhältniEse ist mit der von Herrn MSbiua in dessen barycentri- 
achea ChIcuI zuerst anfgestellten übereinstimmend. Statt Doppelrer- 
hältnias wird daselbst noch der den Ursprang dieser zosamm entsetzten 
Verhaltnisse näher bezeichnende Name DoppelschnlttsverlittltnisB 
(ralio MiiedionaHg) gebrancht, doch bat später derselbe berühmte Verfasser 
sich des abgekürzten Ausdrucks DoppeWerhältniss bedient (Theorie der 
Kreisvemandtschaft, Abhandlungen d. K. S. Oeseüschaft d. Wisseneob. IT. 
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8.540; rerg:]. Bericht Q derselban Gesellach. mnthem. pliya. CUise 1S53, 
S. 15). Von den mehi oder weniger weBentlich abneicbendeu Formen nach 
welchen die DeppelverhältnUse von Anderen gebildet und bezeichnet wer- 
den, möge nnr die von Herrn Chasles in dessen Geometrie luperieare nnd 
anderwSrtsangenommeneBezeichnungsweisenociiangegebenundmitderTon 
Hm.Möbins aafgeBtelltennnd hier beibehaltenen verglichen werden. Herr 
ChasleB nennt den Änedmck — - : -^j-, gebildet ans vieren der sechs Ab- 
BchnittB, die durch vier Pnnkte A, B, C, O einer Oraden bestimmt sind , ein 
anharmonisches Terhältniss der vier Punkte und erklärt es als das 
Yerhältoisa der Entfernungen eines Punktes A von zwei andern C und J> di. 
vidlrt durch das TerhSltniss der Entfernungen des vierten Punktes B von' 
deneetben zwei Punkten C undi>. Dabei solljedem der beiden Verhältnis ae- 
das positive oder negative Vorzeichen zukommen, je nachdem die beiden. 
Abschnitte, die das Veiliältniss bilden , gleiche oder en%egengeEettte Sich- 
tung von ihrem gemeinBchaftlichen Anfangspunkte haben. Der positive 
- oder negative Werth des anharmonischen YerhältnisaeB ergiebt'sich dann 
nach den Begeln der Division ans den Werthen und Torzeichen der ^biden 
Verhältnisse. •) '* 

Das anharmonische VerhäUniss ist somit seinem Werthe nnd seiner^ 
Übrigen Bedentnng nach ganz übereinitimmend mit dem Doppel Verhältnisse 
und man hat bei der Vergleichung beider nur zu beachten , dass das anhar- 
monische VerhältuisB nach Chasles 

AC _ BC 

AD ' BD 
mit dem Doppelverhältniss nach MSbins 

S^li = (--) • 

gleichbedeutend ist. 



Relatir'e Lage der vier Punkte eines Doppelver- 
tältnisaes. 1) Jedes der Yerhältnisse , welche ein Doppdver- 
hältuiss bilden, kann nach der Lage des Scbneidepunktes gegen 
die beiden Grenzpnnkte der geschnittenen Strecke alle möglichen 
positiven oder negativen Werthe annehmen. Setzt man den Werth 
des VerhSltnisses AC: CB gleich (t, eo ist ft eine positive Zahl, wenn 
der Schneidepunkt C zwischen den Grenzpunkten A und B liegt, 

*)DaB somit angewendete Princip derZeichen (§. 1) auf die AbBchnitte 
eines anharmonis eben Verhältnisses findet man noch nicht berücksichtigt in 
dem schätzbaren Werke desBelbeo Verfassers ; Aperfu hUtorique ete> 
ßnacelUi 1837 — Übersetzt von Soh^ke unter dem Titel: „Geschichte 
d«i Geometrie etc. von Chasles. HaUe 1839." 
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d. h. venu die Aufeinanderfolge der pHnkte ACB ist, oder, wie 
man auch sagen kann, wenn C ein innerer Pnnkt der Strecke AB 
ist. Liegt dabei C in der" Mitte zwischen A wnd fi, so ist fi = I, 
dagegen ist fi grösser oder kleiner als I, je nachdem C dem Fonkte 
B oder A näher liegt. Fällt C mit A zusammen , so ist fi = 0, fUlt 
C mit B zusammen, so ist ft ^ oo. 

Liegt aber C auf der Verlängerung von AB oder BA, oder ist 
C ein äusserer Punkt der Strecke AB, so hat das Verhaltnisa 
AC : CB=: n einen negativen Werth. Derselbe ist absolut genom- 
men grösser als I , wenn C auf der Verlängerung von AB hinter 6 
liegt, oder wenn die Aufeinanderfolge der punkte ABC ist, und es 
ist dabei fi absolut genommen, um so grösser oder kleiner, je niher 
oder entfernter C dem Punkte B liegt; rtickt C nach dem unendlich 
entfernten Punkte der Graden, so wird n = — T, Wenn dagegen 
(i zwar auch negativ aber absolut kleiner, als 1 ist, so liegt C auf 
der Verlängerung von BA , oder die Atifeinanderfolge der Punkte 
ist CAB; dabei hat n absolut genommen einen um so kleineren oder 
grösseren Werth, je näher oder entfernter C dem Punkte A ist. 

Man kann den Zusammenhang der Wcrthe und Vorzeichen 
des Verhältnisses AC : CB = fi, mit der Lage des Punktes C gegen 
die Grenzpunkte von AB auch in folgender Weise ausdrücken: 
, (innerer l 
(äusserer' 

als dem Endpunkte B liegt. 

In den speciellen Fällen, wo C unendlich entfernt liegt , oder 
mit A oder mit B zusammenfällt , ist u bezüglich = — 1 , oder 0, 
oder 00. 

Di^ vorstehe ade DUknsBion deutet schon darauf hin , dass die beiden 
rechts und links liegenden unendlich entfernten Punkte einer Oraden a1« 
ein einziger anfznfuBen sind; denn mag man C nnendlich entfernt auf der 
Seite Tou ,^ oder von j9 annehmen, inbeidenFSlIenist der zugehSrige Werth 
von fi= — I. DaBS man eigentlich von nurEinem unendlich fernen Pnnkte 
einer Graden sprechen und dessen Luge gleichm)isBig auf beiden Zweigen, 
in welche die Orade von irgend einem ihrer Punkte getheilt wird, annehmen 
kann, wird noch vielfSlti^ aus andern ßetrachtnngen Ach ergeben. Denkt 
man sich auf einer KugcloberSäche einen Banptkreis und in demselben ei- 
nen Punkt 0, sowie dessen Oegenpankt 0', so ist die iphitrische Entfar- 
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nnng demselben von grösser als die irgend eines aodern Punktes N dessel- 
ben HauptkreiBes ; läset man nan den Badins der Kagel ohne Grenzen 
wachsen, so geht der Hitaptkreie in eine grade Linie ttber und der Pnnkt 0' 
wird gegen genommen, der un endlich entfernte Pnnkt der Gra- 
den, denn er bleibt immer entfernter von als irgend ein 
anderer noch so entfernter Funkt iV des in eine Grade iibergehen- 
.den Hauptkreises. In diesem Merkmale liegt aber die einzige ErkUmng* 
oder vielmehr Umschreibung dee Begriffs unendlich entfernt. 

J^ Setzt man die Verhältnisse AC:CB=fi, AD:DB==v und 
das Doppelverhältniss {ABCD) = A, ao haben fi und v gleiche Vor-* 
zeichen und Jl ist positiv, wenn die Funkte C und D beide entwe- 
der innere, oder äussere sind, oder il ist positiv, veun die vier. 
Funkte des Doppelverhältnisses die Aufeinanderfolgen 

ACDB, CABD, DCAB, ABDC, 
ADCB, DABC, CDAB, ABCD 

haben. In den vier ersten Folgen liegt, wenn man dieselben als 
cyklische ansieht, der Funkt C dem Anfangspunkte A näher als 
der Punkti) und man überzeugt sich leicht, dass dabei AC: CB=n 

stets kleiner ist als AD : DB = v und dass somit — = i ein ä ch - 

ter Bruch ist. In den vier letzten Folgen — dieselben gleich- 
falls als cyklische betrachtet — liegt dagegen dem Anfangspunkte 
A der Punkt D näher als der Punkt C und es ist ebenfalls leicht 
ersichtlich, dass hierbei^^v, also X >l.ist. 

Wenn aber von den Funkten C und D der eine ein innerer, der 
andere ein äusserer der Strecke AB ist, so haben fi und v verschie- 
^dene Vorzeichen und Jl ist negativ. Dieses findet statt bei den Auf- 
einanderfolgen der Punkte 

ACBD, DACB, ADBC, CADB. 

Hierbei ist A absolut genommen ^ 1 , wenn von den bei- 
den Punkten C und D der innere C näher an ^4 als an £ und der 
äussere D näher ai^ß als an ^ liegt, dagegen ist A> J , wenn der 
innere C näher an B als an A und der äussere D näher an A als an 
B liegt; wird D der innere und C der äussere Pnnkt, so sind nnter 
übrigens gleichen Umständen die Werthe von A die umgekehrten.' 
In allen übrigen Fällen, wo der innere und äussere Punkt zugleich 
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nSker an A , oder zagleich näher an B liegen, kann 1 absolut 
kleiner, gleich, oder grösser als 1 werden. *) 

Fallen die Schneidepunkte C and D in irgend einem Fnnkte, 
welches auch der nnendlich entfernte Punkt der Grraden sein kann, 
zusanuaen, so ist A= I ; W\t C mit A, oder D mit B zusammen, so 
ist X = 0; fällt C mit 0, oder O mit j4 zusammen, .so ist 1 = oo. , 
In diesen Fällen hört somit das Doppelverhältnis s als solches zu 
hestehen auf. 

Aus den obigen Erörterungen geht zugleich hervor, dass, wenn 
Von vier Punkten dinsrGraden drei gegeben sind, mit demWerthe 
des ans denselben gebildeten Doppelverhältnisses auch der vierte- 
Ponkt unzweideutig bestimmt ist. 

§.27. 

Beziehungen zwischen den Doppelverhältnissen 
derselben vier Punkte einer Crradeu. In dem eymboliscben 
Ausdrucke (ABCD) eines Doppelverhältnisses , dessen Werth = X 
sei, können die vier Buchstaben auf 24 verschiedene Weisen ver- 
setzt werden; diesen 34 Permutationen entsprechen im Allgemei- 
men verschiedene Werthe der dadurch angedeuteten Doppelver- 
hSltnisse, insofern nach und nach AB, AC, AD, BC, BD, CD und die 
ihnen gleichen aber entgegengesetzt gerichteten Abschnitte — im 
Ganzen also 13 — als die geschnittenen Strecken auftreten, und von 
den jedesmal beiden andern Buchstaben bald der eine, bald der 
andere den erstenSchneldepunkt bezeichnen können. Es wird sich 
aber zeigen, dass jedes Doppelverhältniss zwischen vier Punkten 
ans jedem beliebigen andern derselben vier Punkte abgeleitet wer- 
den kann. Zunächst bat man 

AC AD__BD BC_CA CB_^£B DA 
CB' DB~ DA' CA~ AD ' BD~ Bc' AC 
d. i. 

I. {ABCD) = {BADC} = (CDAB) = {DCBA), 

wovon man sich- leicht überzeugt, da jedes Doppelverhältniss 
. AC.DB . 

=äd:cb'''- 



*} Jenachdem der'Snssere Punkt vor, in, oder hinter dem harmonisclieii 
Punkte liegt, welchsm der innere zugeordnet lat, — „vor" und „hinter" 
gemäss der Biohtnng von A nach B benrtheilt. 
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Jedes Doppelverhältniss {ABCD) läset sich also ia 
ein anderes gleichwerthigeBvenrandeln, in deaaen sym- 
bolischem Ausdruck einer der drei andern Buchstaben 
B, C, D als Anfangsbnchstabe vorkommt, wenn man die 
beiden letzten Buchataben mit den beiden ersten nnd 
zwar entweder jedes Paar in derselben Reihenfolge od«r 
jedes in der entgegengesetzten vertauscht. 

Desgleichen müssen ron den übrigen 30 Doppel verfafiltnisBen 
je vier einander gleich sein, deren symbolische Ausdrucke ebenso 
der Seihe nach A, B, C^ D za Anfangsbuchstaben haben. Somit 
sind nur noch die Beziehungen derjenigen DoppelverhSltnisse auf- 
zusuchen ttbrig, deren Ausdrucke einerlei Anfangsbuchstaben, z.B. 
A haben, und deren es 6 giebt, nämlich 

{ABCD), {ABOq, (ACBD), 
{AfiDB), {AD6c), {ADCB). 

Dieselben lassen sich einmal so verbinden, dass die Summe je 
zweier gleich 1 ist, nnd sodann, dass dasProduckt je zweier gleich 
I ist. 

Zwei Doppelverhältnisse zwischen denselben vier Punkten, 
deren Werthe zur Summe I geben, mSgen com^lementäre und 
diejenigen zwei, deren Product gleich 1 ist, reciproke Doppel- 
vertiältnisse hcissen. 

Man hat nnn 



/AC AD\ /AD AC\ _ 
\CB ' Bb) \DB ■ Cb) " ■' 



oder 

I{ABCD) {ABDCj = l ; ebenso 
(ACDB) IaCBD) = 1; 
{ADBC) (ADCB) = 1 ; 
Vertauscht man in dem symbolischen Ausdruck ei- 
nes Doppelverhältnisses die beiden letzten Buchsta- 
ben, so erhält man das recipj-oke Doppelverbältniss. 

In Verbindung mit I. bildet man somit auch das reciproke' 
Doppelverbältniss, wenn man die beiden ersten Buchstaben im 
symbolischen Ausdrucke desselben versetzt. 

Nach §. 7 hat man femer zwischen irgend vier Punkten J, fi, 
C, D einer Graden die Beziehung 

AC.BD+CB.AD + BX:CD = (i, 
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lüerans folgt 



CS AD 
CB' DB'^ BC' DC~ 



I(ABCD) + {ACBD) = 1 ; ebenso iat 
(ACDB) + {ADCB) = 1 ; 
(ADBC) + [aBDC) = I ; 



Vertauscht man aUo in dem symbolischen Aua- 
drnck eines Doppelrerbfiltnisses die mittleren Bncb- 
fitaben, BOerhfiltinan ein anderes, welches daserstere 
znrEinbeit ergSnzt; oder; durch Versetzung der mitt- 
leren Buchstaben bildetm^ das complementfire Dop- 
peWerhaltnias. 



Fortsetzu&g. Mittels der unter I., IL, III. bemerkten Be- 
ziehungen kann derWerth jedes DoppelverhUtnisses zwischen vier 
' Punkten einer GradeA durch jedes andere zwischen denselben vier 
Punkten gebildete ausgedrückt werden. Manverwandelt erst das ge- 
gebene'Doppelverhdltniss nach I. in ein solches ihm gleichwerthiges, 
das denselben Anfangsbuchstaben mit demjenigen b&t,dessenWerth 
gesucht wird, und hierauf sieht man zn, ob eine oder die andere 
oder beide der unter 11. und UI. anfgeftlhrten Relationen Anwen- 
dung finden, z.B. 
' ]} Es sei (ABCD) = i, welchen Werth hat {CABÖ)^ 
Es ist {ABCD) = {CD AB) = 1 , (nach 1), 
femer {CADK) = I -^ {CDAB) = 1 — 1 (nach IH.), 

endlich (CABD) = j^^ = j-1^ (nach H.)- 

2) Es sei {CBAD) = i , wie groäs ist (DBAC) ? 
Es ist {CBAD) = {DABC) = i, 
und DBAC= I — {DABO) = 1—1. 

a) Es sei {BDCA) = 1, wie gross ist {CDAS)1 
Es ist {SDCA) = {CABD) ~ 1, 



jM,Googlc 



'■'"-"> ~(CABD)~X' 

(CDAB) — l — {CADB) = l-~j = ^^. 

Sämmtliche 24DoppelverhältmsBe, welche zwischen vier Punk- 
ten Af B, C, D einer Graden safge^tellt werden können, lassen sich 
somit leicht feststellen , wenn eines derselben gegeben ist. Ist 
{ABCD) = A , so hat man 



{ABCD) = i 
{ABDC) '= I 
(ACBB) = 1 —1 
(^Cßß) = -^ 

(ADBC) = ^^ 

{ADCB) = ^^ 

{BACD) = i 
[BADC) = k . 
[BCAB)=^^ 

{BCBA) = --~- 
[BDAC) = r — i 
{BDCA) = ~i- 



(CABD) = — - 
iCADB) = l — 

(CBAD) = -~ 

{CBDA) = ^~ 
(CDAB) = 1 
{CDBA)=^ 

{DABO) = — 

(DACB) =~ 

{DBAq =~;^ 
{BBCA) = 1 — 
ipCAB) = i 
{BCBA) = 1. 



§. 29. 
Die drei Doppelrerbältnisse 



{ABCD) = X, {ACBB) = 



1- 



{ABBC) : 



l— 1 



in deren symbolischen Ausdrücken ein und derselbe Anfangsbuch- 
stabe vorkonunt, während die drei andern Bnchstaben die cjkllscben 
Folgen 

BCB, CBB, BBC 
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dturstellen , haben die bemerkeaswerthen Beziehuagea zu einan- 
der, dass 

a) ihr Product der negativen Einheit gleicb ist,*) 

b) dass der reciproke Werth eines jeden dem Complement des 
vorhergehenden -^ ebenfalls bei cyklischer Aufeinanderfolge — 
gleich ist, oder dass 



{ACDB) ~ 



- (ABCD), 



(fflCD) = '-(^™''- 
wovon man sich leicht mit Hülfe der im vorhergehenden §. ange- 
gebenen Werthe überzeugen kann. 

3) Von den drei genannten Doppel Verhältnissen haben immer 
zve! einen positiven und das dritte einen negativen Wertb, wie sieb 

aus der Betrachtung von 1, and - — - ei^ebt , mag dabei 

l eine positive oder negative Zahl, grösser oder kleiner als I sein. 
Dasselbe ist auch leicht aus 1, b. zu folgern. 

§.30. 
Beziehung zweier Doppelverhältnisse bei sechs 
Punkten einer Graden. Das Product zAveier Doppelyerhälf- 
{ABCD'j.lABEF), in deren Ausdrücken dfeselben zwei erstenBuch- 
staben vorkommen (welche aus derselben geschnittenen Strecke 
AB mit verschiedenen Schnittpunkten, C, D und E, F hervorge- 
gangen sind), bleibt seinem Werthe nach unverändert, wenn man 
in den Ausdrücken der Doppel Verhältnisse die dritten (oder auch 
die vierten) Buchstaben mit einander vertauscht; d. h. es Ist 
(ABCD) (ABEF) = {ABED) (ABCF). 



*) Dieser Satz läsat aacb folgende Faaeang zu : Werden die dreiStrecken 
AB, SC, CA, deren Snmme := , gemeinsam in einen vierten Punkt D and 
jede aaiBerdem in dem drilten niclit als Grcnzpaukt in ihr vorkommenden 
Punkt, also AB in C, BC in A und CA in B geschnitten , ao ist da) Product 
der drei Dop pelve rlial toi sse, in deren Auedrnckenfl eine und dieselbe Stelle 
einnimmt, der negativen Eitiiieit gleich; oder 

(ABCD) (BCAD) (CABD) = — 1, • ' 

ebenso (AB&C) (BCOA) {CADB) = ~ 1. 
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Von der Richtigkeit des Satzes überzeugt man sich sofort, 
wenn man die Doppelverhältnis ae in der gewöhnlichen Form oder 
als Prodncte von Verhältnissen schreibt. 

Da {ABEF} = = ■ ist , so kann man vorstehenden Satz 

auch in folgender Form ausdrficken: • 

{ABCD) _ {ABCF) _ {ABED) 

(ABFE) ~ (ABBE) ~ {ABFC) ' 
d.h. der Quotient zweier Dopp el Verhältnisse , welche in ihren bei- 
den ersten Buchstaben übereinstimmen, bleibt anverändert, wenn 

" ' ' ' ' symbolischen Ausdrucke des 

1 , . . / des Dividenden vertauscht. 
I dritten ) 



Beziehungen dreier Doppelverhältnisfr« hei fünf 
Punkten einer Graden. Sind -d, B, C, J), £ fiinf Punkte einer 
Graden, so ist 



\CB ■ db) \db ' ebJ \eb '■ cb) ~ 

{ABCD} (ABDE) (ABEq = i, 



wie die angedeuteten Operationen von selbst ergeben. 

Da auch {ABECj {ABCE) = 1 ist, so lÄsst sich vorstehende 
Beziehung auch in folgenden Foimen geben 

{ABCD) {ABDE) = (ABCE), 
{ABCK) : {ABCD)= (ABDE). 

Mit Htllfe derselben kann man bei einem Systeme von filnf 
Punkten einer Graden aus zwei Doppelverhältnissen, welche drei 
Punkte gemeinschaftlich haben, einen derselben eliminiren und je- 
des zwischen den übrigen vier Punkten bestehende Doßpelverhält- 
nisB bestimmen. 

Sind dso drei Doppel Verhältnisse, von denen jedes dreiPunkte 
tah den andern gemein hat,- ihrem Werthe nach gegeben, so kann 
man zwei dieser Punkte eliminiren. Seien z. B. die drei Doppel- 
verhSltnisee gegeben; 

:. {ABCD) = S, {ABCE) = e, (ABCF) = », 
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BO bekommt man durch EUminatioii von C 

(ABDE) = j , {ABEF)=-. 

Um aus diesen B zu eliminiren, bilde mau aus letzteren nach g. 27 

(AEBD) = '-^ , {AEBF} == ^^ , 

woraus man endlich 

{AEDF)=^^ 

erbält. 

AuB vier Doppelverhältnissen 
{ABCD) = S, {ABCE) = e, {ABCFj = #, (ABCG) = i, 
mit denselben drei gemein» chaftlichen Funkten A, B, C kCnnen 
diese sfimmtlich eliminirt,und somit ein Doppel verhältniss zwischen 
den übrigen vier Funkten bestimmt werden. Nachdem man, wie 
oben aus den drei erstenBundC, und ebenso aus dem ersten, zwei- 
ten und vierten, dieselben Punkte eliminirt hat, wodurch man 

(^AEDFJ=^-^ {AEDG)='-^^ 

und. daraus 

l,BEAF,='j^; {BEAGj=^'S=2 

erhalten, eigiebt.sich zuletzt 

§. 32. 

Lehrsatz. Sind bei n Funkten einer Graden von den zwi- 
schen ihnen zu bildenden DoppelverhSltnissen n — 3 von einander 
unabhängige gegeben, so lassen sich daraus alle Übrigen bestimmen. 

Beweis. Setzt man von den n Punkten A, B, C, D . . . der 
Graden die Doppelverhältnisse 

(JV) {ABCD) = ä, {ABCF) = t, {ABCE) =», ABCG = ti 
u. s. w-, in denen immer dieselben drei Punkte A,B, C vorkommen 
und deren Anzahl n — 3 ist, s6 lassen sich nach dem vorhergehen- 
den Satze alle übrigen DoppelverhSltmsse zwischen irgend vieren 
der n Funkte bestimmen. 

Unter diesen, und unter den mit (iV) bezeichnetes müssen sich 
ab.er die n — 3 Doppelverhältnisse, «reiche im Lehrsatze als gege- 
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ben voran sgeaetzt werden, sowie irgend ein gesuchfas befinden, 
welche somit sämmtlich als Funktionen der n — 3 Werthe d, t,»... 
ausgedrückt sind. Eliminirt man aus diesen n — 2 Gleichungen 
d , t , # . . . , so erhält mau den Werth des gesuchten Doppelver- 
hältnisses als Funktion der Wettlft" der gegebenen n — 3 Doppel- 
verhältnisse. 

Seien z, B. zwischen 6 Punkten Ä,B,C,D,E,F einer Graden 
dieDoppelverhältnisse (JCDJS)=il, (ACEF) = fx, (BDEF) = v 
gegeben und es werde der Werth des Doppelverhältnisses {ABDF) 
^= a gesucht, so setze man 

1) {ABCD)==e, 2) {ABCE) = c, 3) {ABCF) = 9, 
eliminire aus l) und 2) B, indem man 

{ACBD) = 1—3, (ACBE) = l — t 
bildet, woraus sich 

ergiebt. In gleicher Weise erhält man aus 2) und 3) 
{ACBE) = 1 — j, {ACBF) = l — # 
und 

Durch Elimination von C aus I) und 2) bekommt man 
{ABDE) = j , folglieh {BDAE) = ^^ , 
desgleichen aus l) und 3) 

und hieraus durch Elimination von A 

(i,w)=-;^J=v. 

Eliminirt man endlich aus den Gleichungen 

1— g _t_ g— a _& 
"l — t ' *'~ *■ t~ä' "~ d 
S, c, #, so bekommt man den gesuchten Werth des Doppel Verhält- 
nisses {ABDF) 



X = - 



(v-l)(lfi-^-l) 

als Funktion der gegebenen Doppelverhältnis se. 
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§.33- 

ErklSrung. Sind a,b, c, d vier beliebig gerichtete Orsde 
einer Ebene , so soll der dem DoppelverliültnisBe zwiaclien vier 
Pnnkten einer Graden ähnlich gebildete Ausdruck 
sin a^c sin a''d 
sin c''b ' sin rf"6 
ein Doppelverhältniss dieser vier Graden genannt und 
symbolisch mit 

sin (abcd) 
bezeichnet werden. 

Dabei werden alle Winkel nach einem nnd demselben be- 
liebig gewählten Drehungssinn genommen und man kann hiernach 
c und d als zwei Grade betrachten, von denen jede den Kichtungs- 
miterschied «"ft in zwei Theile a'c und c*ft, t^d und d^b zerlegt, so 
dass stets mit Berücksichtigung von §. 12 a''c + c^b = a'd+(f"6 
= a^b für irgend welche gegenseitige Lagen der vier Graden ist. 

Selbstverständlich soll auch immer das Zeichen einer Winkel- 
funktion sich nach dem Zeichen des Winkels, wie es gemäss dem 
§. II aufgestellten Princip zu bestimmen ist, in gewöhnlicher Weise 
richten, also beispielsweise sin 0*6 = — sin b''a = — sin ( — «"6), 
cos a^b = eosb'-a etc. sein, was bereits in §. 15 und 17 beobachtet 
worden ist. 

§. 34. 

Beziehungen zwischen Doppelverhältnissen der- 
selbenvier Graden. Die Erörterungen von §. 26 lassen sich 
leicht auf Doppel Verhältnisse zwischen vier Graden einer Ehene 
übertragen. Dem inneren oder äusseren Punkte eines gradlinigen 
Abschnitts entspricht hier eine Grade, deren positive Richtung ent- 
weder innerhalb oder ausserhalb des von den positiven Richtungen 
zweier anderer Graden gebildeten Winkels 2a liegen kommt u. s.w. 
(vergl- §• 13)- 

Desgleichen lassen sieh die unter §. 27— ;9 hemerkten Sätze 
ohne Weiteres übertragen. Man hat nämlich in gleicher Weise 
wie in 27 

I. sin {abcd) = sin (bade) = sin (cdab) = sin (dcba) 

II. sin (abcd) . sin («ftrfe) = 1, 

III. sin (abcd) + sin (acbd) = I. 
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Von der £icbtigkeit der Kelationen,!. und 11. Überzeugt man 
sich sofort, wenn man die Doppel Verhältnisse in ihrer gewöhnlichen 
Form schreibt. 

Die Gleichung unter III. ergiebt sich, wie die analoge in §.27 
aus dem Satze (§. 17} 

sin ä'6 sin c"rf ■+■ sin 6'c . sin a^d + sin c''a . sin b^d = 0. 

Jedes Doppelverhältniss zwischen vier Graden einer Ebene 
kann daher in derselben Weise, wie in §. 26 flir Doppel Verhältnisse 
zwischen vier Punkten einer Graden gezeigt worden ist, auf irgend 
■ ein anderes zwischen denselben vier Graden bezogen oder aus dem- 
selben berechnet werden. * 



§.35. 

Beziehung zwischen den Doppelverhältnissen vo 
vier Graden einer Ebene und vier Punkten einer Gri 
den. Alle obigen auf Doppel Verhältnisse zwischen vier Gradi 
einer Ebene bezüglichen Sätze hahen natürlich auph in dem spe- 
ciellen Talle ihre Giltigkeit, wenn die vier Graden durch » 
und denselben Punkt S gelegt sind oder, wie man sagt, ein S 1 1 
lenbüachel (Strahlenbündel) mit dem Mittelpunkte S bilden. 
In diesem Falle kann aber das Doppelverhältniss zwischen viei 
Graden zu einem zwischen vier Punkten einer fünften Graden (Ti 
versale) in eine engere und sehr einfache Beziehung treten, welche 
folgender Satz näher angiebt: 

Wird irgend ein Strahlenbüfichel von vier oder 
mehreren Graden durch eine Transversale geschnit- 
ten, so ist Jedes Doppelverhältniss zwischen irgend 



gleic 
hälti 



h de 



ndesBüscheU 
Doppel 



Fig. 9. 



ischen denje- 
nigen vier Punkten der 
Transversale, inweichen 
diese von denselben vier 
Gradengeschnittenwird. 
Seien a, 6, c, d (Fig. 9) 
irgend vier Grade eines Strah- 
lenbüschels mit dem gemein- 
samen Durchschnittspunkte 
oder Mittelpunkte S und werde 
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von denselben eine beliebige Transversale in denPQnbten.^,^ ,C, /> 
geschnitten, ao sind die Doppel Verhältnisse sin (abcd) und l^ABCD) 
einander gleicb oder 

sin a''c sin a*d AC AD ■ 

sin c*6 'lirUFb^W DB' 



Denn es ist 








AS 
AC 


sin ACS BS sin ACS 
sinASC CB sinCSB' 


folglicli 




AC BS sin ASC 
CB' AS sin CSB ' 


ebenso 








AS 

ad'' 


sin ADS BS sin ADS 
sinASD' DB sin DSB 



. AD BS _ sin ASP 

' DBAS~ sin DSB' 

Durch Division von ]) durch 2) ergiebt sich 

AC AD^sinASC sin ASD 
CB' DB~ sinCSB' sin DSB' 
oder 

AC ADJ^sina-c sina:^d 
CB' DB sin c^b ' sin (fft-' 
(ABCD) = sin {abcd). 
Es ist leicht zu erkennen, dass die Grleichhäit dieser Doppel- 
verhKltnisse nicht blos ihren absoluten Werthen , sondern auch 
durchgängig mit Berücksichtigung der Zeichen stattfindet. Denn die 
Gleichheit der VerhSltniese zwischen den Seiten und Sinussen der 
gegenüberliegenden Winkel eines Dreiecks, worauf hier die Rich- 
ügkeit des Lehrsatzes in völliger Allgemeinheit begründet ist, hat 
. nach den in§, 11, 18 u. f. aufgestelltenPrincipien nicht blos dem abso- 
luten Werthe, sondern auch dem Zeichen nach allgemeine Giltig- 
keit (vergleiche Moebius, Kxeisverwandtschaft 8. 532, Anmer- 
kung). Uebrigens folgt auch nach den Auseinandersetzungen der 
eben bemerkten §§. , dass, wenn von den drei Funkten A, B, C der 



letztere Cein } , } der Strecke AB ist, ebenfalls von den 

( äusserer ' 

drei Linien SA, SB, SC die letztere SC eine * ^'"^** * 

kels ASB fallende Grade ist, d. i. mit andern Worti 
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AC+CS = AB, 
ist B.aeb in allen Fällen 

S^SC + StrSB = SA^SB, 
oder 

ASC+ CSB = ASB, (a. §. 19). 



Folgesätze. Werden zwei Transversalen in einer Ebene 
sich in einem Punkte S (Fig. 10) schneidenden Gra- 



Fig. ro. 



den 

Punkten A, B, C, D und 
Ä, S", C, D', geschnitten, 
80 ist das Doppelv erhält - 
niss {AB C ß) zwischen 
den Punkten der einen 
Transversale dem gleich- 
gebildeten Do ppel verhält- 
niss {^ffCD') zwischen 
den entsprechenden Funk- 
ten der andern Transver- 
sale gleich. Beide Doppel- 
Verhältnisse sind nämlich dem der t 
gleich. 

. Oder allgemeiner: Wenn von zwei beliebigen Graden e und e' 

(Fig. 1 1) einer Ebene die Punkte A, B, C . . . M, N,P der einen den 

Fig. 11. 




r Strahlen oder Sin (abcd) 



Punkten A\ B", C . . . JW, JV, P der andern dergestalt entsprechen, 
dass die Verbindungsgraden A^, BB', CC . . .MM", NK, PP i% 
snreier Punkte sich in einem Funkte S schneiden, so ist jedes 
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DoppelverhältnisB zwiachea irgend vier Fniikten der einen Graden 
dem gleichgehildeten Doppel verhältniss zwiaehen den entsprechen- 
den vier Punkten der andern Graden gleich. ■ 

Dabei ist der Durchschnittspunit Q der beiden Graden e und 
e' ein sich seibat entsprechender Punkt nndbildet mit beliebigen drei 
Punkten 1^ , S, P der einen Graden und mit den entsprechenden 
M, S', P der andern Graden gleiche DoppelverhSltnisse , i. i. 
(MNPQ) = {M-irP'Q). 

3) Mit Berücksichtigung des Durchs chnittspnnktes Q der bei- 
den Graden e und e' läsat sich der vorstehende Satz folgendei- 
gestalt umkehren. 

Entsprechen auf zwei Graden e und e' die Punkte A, B,.,. 
NP . . . der einen den Punftten Ä, B' . . . N'P' der andern so, dass 
irgend drei Punkte jK, N, P der ersteren mit dem Durchs chnitts- 
punkte Q der beiden Graden dasselbe Doppelverhältniss bilden, 
■wie die entsprechenden Punkte M', N', P* der andern Graden mit 
demselben Punkte Q; d. i. ist {MNPQ) = {M'N'PQ'), so gehen die 
Verbindungsgraden AA", BB' . . . NN', PP' durch einen Punkt S. 

Sei zunächst S der Durchs chnittspunkt der beiden Verbin- 
dungsgraden MSt und NN' und treffe die von S nach P gezogene 
Grade SP die e' im Allgemeinen in dem Punkte/*"; so hat man für 



(MNPQ) t= (M'N'P'Q), 
folglich nach der Voraussetzung . , 

* (la'N'P'Q) = {M'N'P'Q), 
d. h, der Punkt P" fallt mit P' zusammen. (§, 26. 2.) oder die Grade 
PP geht durch den Durchs chnittspunkt S der Graden MM', NN'. 
Da sich aus den Voraussetzungen 

(MNAQ) = {MN'ÄQ), 
MNBQ = (MN'B'Q) 
dasselbe von jeder andern Verbindungsgraden AA', BB' . . . ebenso 
wie von PP' erweisen lässt, so gilt (nöthi gen falls mit Berücksichti- 
gung von §. 32^ der Satz allgemein. 

3) Gehen durch vier Punkte A, B, C, D (Fig. 12) einer Graden 
zwei Systeme in je einem Punkte S, S sich achneidender Graden 
oder zwei vierstrahlige Büschel a, b, c, d und a, b', c, d* dergestalt, 
dass a und am A, b und V in B u. s. w. sich treffen, so ist das 
Doppelverhältaias sin {abcd) des einen Büschels dem gleichgebil- 
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deten sin (a'b'c'd) des andern gleich; denn 
beide Doppel Verhältnisse sind dem der vier 
Punkte (ABCD) gleich. 

Oder allgemeiner: Wenn von zwei 
vieUtrahligen Linienbäscheln , deren Mit- 
telpunkte SundS" sind (rig. 13), die Strah- 
len a,b,c,... m, n, p des einen den Strah- 
len a, b\ c . . . tn, n',p' des andern der- 
gestalt entsprechen, dass die Durchs chnitts- 
pnnkte A,B,C,... zweier entsprechenden 
Strahlen a und a\ b und b', c und c'. . . in 
Einer Graden liegen; so ist jedes Doppel- 
verhältnise zwischen irgend vier Strahlen 
des einen Büschels dem gl eich gebildeten 
Doppelverhältnias zwischen den 
entpreehenden Strahlen des an- 
dern gleich. 

Dabei ist die Verbindungs- 
grade q der beiden Mittelpunkte 
S und S" ein sich selbst ent- 
sprechender Strahl und bildet mit 
■beliebigen drei Strahlen m,n,p 
des einen Büschels und mit den 
entsprechenden m', «', p des an- 
dern gleiche Doppelverhältnisse, d. i. sin (mnpg) = sin(m'np'q). 

4. Auch dieser Satz lässt sich in folgender Form umkehren. 
Entsprechen von zwei Linienbus eh ein S nnd .? die Strahlen a, b,c. . 
. .n, p . . . des einen den Strahlen a, b', c . . . n, p' . . . des andern 
dergestalt, dass irgend drei Strahlen m, n, p des einen mit dem bei- 
den Büscheln gemeinschaftlichen Strahle g (SS') dasselbe Doppel- 
verhältniss bilden, wie die entsprechenden Strahlen m, n' p' des an- 
dern Büschels mit demselben Strahle g; d- h. ist sin (mnpq) = 
sin {m'n'p'q) : so liegen die Durchs chnittspuukte A, B,C, ...If, P... 
entsprechender Strahlen a und a, b und b', c und c . ..n und n', 
p und p . . . in EinerGraden. 

Sei zunächst s eine durch itf und N gelegte Grjyjle, welche den 
gemeinschaftlichen Strahl q (S^) in Q, sowie die Strahlen p imdp' 
in den Punkten P und P" treffe. Da nun sin {mnpq) = {MNP'Q) 
und sin {m'tt'p'q') = {MSP"Q), so ist nach der Voraussetzung 
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sin {mnpq) = sin (m'ny?), auch {MNP'Q)={MNP"Q)A. h.P' undP" 
fallen zosammen in dem Durchs choittspntikte P der beiden Strahlen 
pmxäp. Da sich aas denVoranssetzimgen sm(mnag)=ssm{m'n'ag), 
sin (mnbg) = sin (m'n'b'q) . . . ein Gleiches von den Durchachnitts- 
puniten A, B . . . ebenso wie von P erweisen läest, so u. s. w. 

Anmerkung. Zwei auf zwei Oradea liegende Beihen von Funkten 
oder Hchleckthin zwei gradlinige Pnnktr eihen, bei denen dai Dop- 
pelverkältniss von irgend vier Funkten dar einenEeihedemgleichgebildelen 
Doppel verhftltniss der entsprechenden vierPnnkte der anderenBeihe gleich 
iat, keiaeen nack Mübins collineare (nach Steiner projeot 
Bche) Punktreiken. Ist daboi der Durchschuittepnnkt der beiden Graden, 
in denen die beiden Beihen liegen, ein selbstentsp rechend er, oder genügt der- 
selbe den in 2) gemachten VoraasBetziuigen, so beisBen aaaserdem die Keihen 
perspectivisch. Ebenso sind zwei Strahle nbüscbel einander col- 
linear (proj ectivis ch) , wenn das Doppelverhältuisa von irgend 
Strablen des einen dem 'gleich gebildeten Doppelverhältniss der vier 
sprechenden Strablen deg andern gleich iat. Ist dabei die Verbindongs- 
griide der Mittelpunkte beider Bös cbel ein selhstenlBprechend er Strahl odei 
wird den Voraussetzungen in 4) Genüge geleiitet, so beissen aosserdem dii 
StraklbÜBckel (oder deren Lage) persp ectivis ch. (Das Weitere dariibei 
in einem der folgenden Capitel.) 




§.37. 

chen den Doppelverhfiltnissen anf 
Ebene. Sind a, b,c, d, e ^nf beliebige 
Grade in einer Ebene , deren jede von den 
übrigen im Allgemeinen in vier Punkten 
geschnitten wird, so lassen sieb ans den 
beiden Doppel Verhältnissen zwischen den 
Punkten , in welchen zwei Grade von den 
jedesmal Übrigen geschnitten werden, alle 
anderen Doppel Verhältnisse auf den übrigen 
Graden bestimmen. Wird (Fig. 14) 

den Punkten J>, S , E, C geschnitten 

„ E, C, Ä, D 



und zieht man noch BD, AD und D'D, welche letztere Grade die d 
in dem Punkte Q schneide, ao ist 
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{CA'D'B) = (ErCQB); 
molüplicirt man beide Gleiciliingen und bemerkt, dass qach §. 31 

{ECAQ) {E'CQB) = {SC AB) 
iet, so ergiefat sich 

(B'EAD') (CÄD'B) = (ßCAB) 
oder 

(B'EAD') {ECBA) {CÄD'B) = I : 
eine Beziehnng zwischen des Doppel v erb ältnisaen der Punkte anf 
den Graden c, d, e, nach welcher jedes derselben aus den beiden 
andern sich berechnen Usst. Dieselbe lässt sich in der Form eines 
mit ihr verwandten und oben §. 31 angegebenen Satzes ansdrUcken, 
wenn man nach Höbius unter 

. "(ftctfe) 
dasDoppelrerhältniss zwischen den vier Punkten der Graden a be- 
zeichnet, in welchen dieselbe von den vier andern Graden 6, c, d, e 
geschnitten wird. 
Demnach ist 

(B'EJD') gleichbedeutend mit "(afrtfe) 
{E'CJB) „ „ ■'{oftce) 

(C^D'B) „ „ '{abcä) 

und letztere Gleichung nimmt folgende Formen an: 
' (abde) . ''{abec)'. ' (abcä) = I, 
'{abde) . ''(abec) ;= ' (abdc), 
'{abed) : •'{abec) = '(oftcrf) 
fibereinstimmend mit den Gleichungen in §. 31. 

Es ist leicht abzusehen, wie nSan von hier ans auf die Bestim- 
mung der Doppelverhältnisse zwischen den Punkten der Graden 
a und b übergehen kann, und dass aus zwei Doppelverhältnissen 
zwischen den Punkten auf zweien der fünf Graden alle übrigen 
Doppel Verhältnisse zwischen den Punkten auf den übrigen Graden 
bestimmt werden können. Sei z. B. 

•'(bcde)-= X , ''{cdea) = ft 
gegeben, aus welchen ^{eabc) = a berechnet werden soll. 'Nach 
der letzten der obigen Gleichungen ist 

•• (cedb) : * (ceda) = ■'(ceab) 
und nach §. 37 

''{cedb) = - -; ^{ceda)^l — f*; ^{ceab)s= -; 
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* ] _ ' M 

■ (I— A)(|— ^) — « — ]• 



'-(i-A)('-f*} i + **-V 

§. 38. 

Lehrsatz. Sind allgemein bei« Graden in einer Ebene von 
den Doppelverhältniasen , welche in diesen Graden zwischen ihren 
gegenseitigen Durchs chnittsp unkten gebildet werden , 9n — 8 von 
einander unabhängige gegeben, so sind damit alle übrigen gegeben. 

Beweis. Jede der n Graden wird von den übrigen in 
n — 1 Funkten geschnitten; sind nun von den Doppelverhältnissen, 
welche zwischen den Pujikten in einer dieser Graden gebildet wer- 
den können, (n — l) — 3 von einander anabhängige gegeben, so sind 
nach §,33 auch alle übrigen derselben Graden bestimmt. Man 
setze daher einstweilen die n — 4 unabhängigen Doppel Verhältnisse 
auf a 

« (bcde) = a, , '{bcdf) = ot, . . ., '■(6cdn) = k„_4 
und die n — 4 unabhängigen Doppelverhältnisse auf b 

* (acde) = ß, , *(acdf) ^ß,,... ''{acdn) = j3„_4 
so lassen sich nach vorigem §. aus je zwei untereinander stehenden 
a,und ß,, (tt und ß,... wieder n — 4 unabhängige Doppel Verhältnisse 
zwischen Punkten , welche auf der Linie c oder d liegen, ableiten 
und aus diesen alle noch übrigen, welche zwischen Punkten auf 
denselben beiden Graden gebildet werden können. In gleicher 
Weise kann man auch auf alle übrigen Graden und die auf den- 
selben liegenden Durch Schnittspunkte übei^ehen, weil mit denDop- 
pel Verhältnissen «, , er« . . . «„—^ , ßi, ß^. . . ßa-t alle übrigen auf 
a und h gegeben sind; so dass man aus den 2n — 8 Werthen Ci, 
«i . . . , jSi , jS, . . . die Werthe aller übrigen , zwischen den Punkten 
auf allen Graden aufaus teilenden Doppel Verhältnisse, also auch die 
gegebenen 2n — 8, sowie ein gesuchtes (2n — 7)tes als Funktionen 
von a, , Of ■ -ßi, ß,- ■ • ansdriicken kann. Ans diesen 2n — 7 Gleich- 
ungen lassen sich aber die^ri — 8 Grössen v, , o, . . . ^, , j3, . . . eli- 
miniren , wodurch der Werth des gesuchten Doppelverhältnisses 
als Funktion der gegebeneu 3n — 6 Doppel Verhältnisse sichergiebt. 
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Andere Aasdrücke für Doppelverhältnisse von 

vier Punkten oder Strahlen, 1) Dem Doppelverhältnisa 

{ABCD) zwischen vier Punkten einer Graden lässt sich noch ein 

anderer als der gewöhnliche Ausdruck geben. Es Ist nämlich 

AC AD^^AB-\-BC AB + BD 

Cb' DB CB~ ' ßB~ ' 



= {P.-')<fs-'> 



dividirt man die Glieder des letzteren VerhSItoisses dnrch AB, so 
ergieht sich 

CB' DB~\CB ABJ'KdB Ab)' 
oder 

wodurch ein und dasselbe Doppelverhältuiss zwischen vier Punk- 
ten A, B, C, D einer Graden ausgedrückt ist. 

2) Nach §. 31 hat man bei fünf Punkten A, B,C,D,Q einer 
Graden 

{ABCD) = {ABCQ) : {ABDQ), 
hieraus folgt nach §. 27 

ABCD=[\—{ACBQ)\ : [\ — {ADBQ)] 
oder , wenn man die Doppel Verhältnisse in gewöhnlicher Form 
schreibt 

(--)=[-(4?J)]^[-(f^g)]. 

und das VerhSltniss AB : AQ als gemeinschaftlichen Paktor heraus- 
dividirt 
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vier gleichbedeutende Ausdrücke eines und desselben Doppelver- 
hältnisses zwischen vier Punkten J, B, C, D einer Graden, i n w e 1 - 
eben noch ein wülkürlicber fünfter Punkt derselben 
Graden vorkommt. 

Nimmt man deuPankt Q «k den oaeodUch aotfemten Ponkt der Gra- 
den UQ, Bo Bind die VerbtUtnisBe 

^—d9. — -t 

«nd das DoppelverbBltoiss (ABCD) geht über in 
oder nachdem man AB heraus dtTldirt hat, 

(^cfl=[i+i],[i+i] 

d. h. die eilte der unter I) bemerfeten Eelstioneu. 

3) In abnlicber Weise findet man für fünf beliebige Grade 
a, 6, c, ä, q einer Ebene 

m (a»o*)= r-^lil" - 'il«;:] : p-?^* - '^Lg-fl , eben,. 

... , V rsin ?*fc S'" ?*rf1 rstn ?*6 sin 9*c1 

Sifl(6<idc)= -r-^;; r^ \-\-r-^ r-V . 

Lsi« 6 o si« rf^aj LSM ft'a nn c aj 

u. 8. w. 

4) Nimmt man dabei die beliebige Grade q senkrecht zu b an, 
so ist 

5*0 = ?•& + 6*a = 90» — 0*6 

nnd jin j'a = coj a'6 ; ebenso sin 5*c = cos c^b u. s. w, 

sing^a .. sina^c 

— — r7 = co(«r6, -—77 = coicb u. s. w., 

sm fCb sm<rb 
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somit sin {ahcd) = {cot a*6 — col c^b) : {cot a'-b — cot (Tfc) 
oder sin {abcd) = {cot «"& + col b^c) : {cot a^b + cot b''d) 

ebenso findet man, wena q senkrecht au a angenommen wird, 

sin {büdc) = {col b^a + col a*d) ; {col b'-a + cot a^c) 
u. «. w. (vergl. 2.) 

§. 40. 

Zurückfährung eines DoppelverhSltniss es auf ein 
einfaches und umgekehrt. Das Doppelverhältniss zwischen 
vier Punkten einerGraden oder zwischen vier Strahlen einer Ebene 
kann in zwei besonderen Fällen sich auf ein einfaches reduciren. 

I) Seien ^, B, C, D vier Punkte einer Graden und SA, SB, SC 
SD vier nach denselben von einem Punkte S der Ebene gezogene 
Strahlen. Letztere mögen noch durch eine andere Transversale in 
den Punkten jf, S , C, D' geschnitten werden, so dass »\9o{ABCD) 
=T {ÄB'CD') ist. Legt man nun diese Transversale 

a) einem der Strahlen z, B. SD parallel , so wird der Durch- 
schnittspunkt D' der unendlich ferne Punkt der Transversale ÄB'C 
und von den beiden Doppel Verhältnissen reducirt sich das letztere 

^rp 1 «ed jp-^ = — 1 ist. Man hat somit 

{ABCD)= ^C:Ä;(r, wenn^Ä'CparalielSZ», ebenso 

{ABCD) = (BADC)= ffD':ÄD', „ B'XD' „ SC, 
{ABCD) = {CDAB) = CA : D' Ä , „ CD'Ä „ SB, 
{ABCD) = {BCBA) = B'B' : Cff, „ D'CB' „ SA, 
gelegt ist, 

b) Wird aber die Transversale so gelegt, dass der Punkt D' 
in die Mitte zwischen A' und B' zu liegen kommt, oder das Ver- 
hältniss A'D' ■.D'B' = l wird, so geht das Doppelverhältniss {ÄS CD') 
in ÄC : CW über, und man hat 

{ABCD)= ÄC:CS,^v<fmÄD' = D'S\sX; ebenso 

{ABCD) — {BADC) = ffD': D'Ä, „ ÄC = CB' ist, 
(ABCD) = {CDAB) = CA : ÄD', „ CS' = B'D'ist, 
{ABCD) = (DCBA) = D'B':BC, „ CA =ÄIf ist. 

Eine Transversale, auf welcher ein Abschnitt z. B. AB' durch 
den Strahl SD in D' halbirt wird, ist ihrer Richtung nach bestimmt, 
wenn man durch einen beliebigen Punkt i>, der SD (Fig. 1ö) die 
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Parallelen D^Ä, T>^S zu SÄ and SA 
zieht, welche SÄ und SB in den Punk- 
ten Jl und B' treffen. Die durch Ä und 
f gelegte, sowie auch jede zu derselben 
parallel geführte Grade entspricht dann 
der gestellten Pordemng, 

2) Desgleichen lässt sich jedes Dop- » 
pelverhältniss zwischen Tier Strahlen 
durch ein einfaches zwischen drei Strah- 
len wiedergeben. 
Seien a^h,c-,d vier Grade, welche sich in einem Punkte S 
schneiden und von einer beliebigen TrangveraaJe e in den Punkten 
A, B, C, D getroffen werden. Jede vier Strahlen a', b' , c', d, welche 
durch einen andern Punkt S" , sowie heziehlich durch dieselben 
Punkte A, B, C, D gelegt werden, bilden dasselbe Doppelverhalt- 
niss wie die' ersteren vier Strahlen, oder es ist 
sin {abc^ = sin (a'b'c'd:). 
Wählt man nun den Punkt S" so, dass 

a) a und b' senkrecht zu einander gerichtet Bind, mithin 
a'^c + c%' = a'*/ + (T^i' = 90' und 






I hat n 



tg a"'c' : Ig o'V, e 
: tg b"-<f : lg b"'c' . 



sin (abcd) = sin (bade) = 
In gleicher Weise ist 

sin (abcd) = sin (cdab) = ig c'a : Ig c'~b' und 
sin (abcd) = sin (dcba) = tg if^b' : tg rf"«' , 
wenn die Strahlen c und d" zu einander senkrecht angenommen 
werden. 

I ersten 
( zweiten f 



r Ort von ^ ist in dem ( 



Falle ein Kreis über 



j I als Durchmesser. Es ist aber leicht einzusehen, dass über- 
haupt jeder Punkt der Ebene ausser Sder gestellten Forderung flirS' 
gnUgenkann. Dennlegt man durch einen beliebig gewähltenPunktS" 
zwei zu einander senkrechte Grade a' und b' (c und d'), welche die 
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Strahlen ound 6 (c und d) in denPnnkten^ und B(C und D)aQhneideri 
— nur so, dass keiner dieser Schnittpunkte mit S zusammenfallt — 
zieht hierauf dnrch,i und B (CundD) die Transversalee, welche die 
beiden andern Strahlenc niidd(aund6)in den Funkten (7undi> (^und 
B) flchneidet und zieht endlich die Graden S'C oder c und ^D oder 
(f (SA odero' und 5*5 oder b'), so gnUgen die drei Strahlen «'.Cid" 
oder 6', c', tf (c, a, b' oder (f, a', 6') den gemachten Forderungen. 
b)DerPiuiktS' kann auch so gewählt werden, dassa'^rf' = (f*6', 
mithin sin a'*ä:sm tC"}» = 1 wird. Da,mit redncirt sich das Doppcl- 
verfaältniss 

sin (abcä) auf das einfache sin a''c' : «Vi c"&' ; ebenso 
sin (abcd) = gtn (bade) auf sin i^'d' : sin ^"a, wenn 6"c' = c'V, 
sin (abc)f) ^ sin (cdab) „ sin c"'a : sin o"(f „ c"6' = b"'ä, 
sin (abcd) = sin (dcba) *, sin S^b' : sin b'''c' „ d^a'^a'^c. 
Dass man durch jede^Punkt S* der Ebene vier Strahlen a\ b', 
c, 3 legen kann, deren Doppelverhaltnisa sin (a'b'c'ä) *ich auf 
ein einfaches z. B. auf sin a"'c : sin c'*ö' j;educirt und dem gegebenen 
Doppelverhältuisse ein (abcd) von vier andern Strahlen gleich ist, 
liisst' sich leicht darthun. Zieht man nämlich (Fig. 16) durch einen 
beliebigen Punkt ff des Strahles d j-jg. i6. 

eine Transversale so, dass D' den Ab- 
schnitt .^fi' derselben, welcher zwi- 
schen den Strahlen a und b liegt, lial- 
birt, legt durchs' eine Senkrechte zu 
A'B', welche diu dem Punkte Z) trifft, 
dann durch fl eine Parallele zu A'B", 
welche die Strahlen a, b, c in A, B, C 
schneidet und zieht 5*^, SB, SC\ so 
bilden diese mit SD das geforderte 
Strahl enbiiachel a\b',c',3, für welches sin (a'b'c'it) ;= sin a'^c': 
sin c''b' :^ sin (abcd) ist. 

3) Umgekehrt kann jedes einfache Verhältniss zwischen drei 
Punkten ^' ,_PVC'^ii}e.r. Grjtjfiu d"rr.h f^in Puppplv^rhsitniaif zwi- 
schen vier anderen Punkten 4,B,C,D einer andern Graden wieder- 
gegeben werden. 

Denn ist D' der unendlich ferne Punkt der Graden A'B', so 
wird das Doppel verhältniss (A'B'Ol/), welches sich auf das einfache 
J(f\ B'C reducirt, immer dem Doppel Verhältnisse (ABCD) gleich- 
gesetzt werden können, wenn nur die Punkte des letateren nach 
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§. 36 denen des ersteren entsprechend angenommen werden , was 
anf unendlich vielfache Weise möglich tat. 

Hiernach l&sat sich überhaupt jede Funktion, die nur aus ein- 
fachen Verhältnissen zwischen Punkten einer Graden — einschliess- 
lich einer oder mehrerer Constanten — zusammengesetzt ist, in die- 
selbe Fnnküon von Doppelrerhältnissen zwischen Punkten einer 
Graden umsetzen. 

Z. B. I. zwischen drei Punkten Ä,B ,(f einer Graden hat man 
di^Belstion > 

J'^- + ffC + C^ = oder 

^' ^ 

I^C'^ CB-~ '■ 

Bezeichnet nun B den unendlich fernen Funkt der Graden 
Äg, so ist , weil Ali : D'C = — 1 und Ebenso Äff : L'B = — 1 
ist, auch 

B'C' D'C'^ CB''dB'~^' 

Dieselbe Belation von Doppel Verhältnissen gilt offenbar auch 
von den gleichgebildeten der Punkte A, B ,C, D einer andern Gra- 
den, wenn beide jSysteme von Punkten nach §. 36 sich entsprechen, 
wobei im Allgemeinen keiner der Punkte J, B, C,ß ein unendlich 
entfernter ist. Diese somit erhaltene allgemeine Relation von Dop- 
pel Verhältnissen entspricht übrigens der oben §. 7 bemerkten Be- 
ziehung und ist gleichbedeutend mit der unter §. 27 II. aufgestellten. 

II. Zwischen vier Punkten A, B, C, D einer Graden gilt die 
allgemeine Beziehung (§. 8) 

D^ DB* PC __ 

AB . AC"^ BC . BA"^ CA . CB~ ' 

Bezeichnet man mit£dett unendlich femenPunkt der Graden, 
löst jedes Glied auf der linken Seite vorstehender Gleichung in eia 
Prodnct zweier einfachen VerhSltnisse auf und setzt mit Hilfe von 
£ jedes dieser Verhältnisse in ein Doppel verhältniss um, so erhält 



\Ac'' ec)\ab'' eb)'^\ba' ea)\bc'' ec) 

/BC BE\ {BC ^ D£\ _ _ 
"*" \CB ' Eb) \CA ' Ea) ~~ 
1er 
(DACE) {DBCE) + (^DBAE) {DCAE) + (BCBE) (BABE) = — 1. 
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Diese GFleichimg mugs nun, weil in ihr nur Doppelverhältniase 
nud eine Constante vorkonunen, aach gelten, wenn £ nicht mehr 
der unendlich ferne, sondern ein beliebiger Punkt einer Graden ist. 
Sie läset sich übrigens noch in folgende Form bringen: 

AH^.BC.CE.EB+BIfi.CÄ.AE.EC+m^.AB.BE.EA 

+ Dt? .AJ}.BC.CA = (S, 
oder mit Vertauschung der Buchstaben D und E, 

EA^.BC.CB.DB + EB'.CD.DA.AC+EC.DA.AB.BD 

+ EB''.AB.BC.CA = 0: 
welche somit eine allgem eine Gleichnng zwischen fünf 
bel iebigen F unktej.ain^r.QraiifljLla.t. 

4) Enthält ein Ausdruck zwischen Punkten einer Graden nur 
Doppelverhältnisse und Constante , so kann man nach §. 35 und 36 
ohne Weiteres von demselben auf den gleichgebildeten Änsdruck 
von Doppelverhältnissen zwischen ebenso vielen Graden eines 
Strahlbüschels übergehen. So geben z. B. die in voriger Nummer 
unter I. und H. entwickelten Beziehungen auch sofort 

sin (acbd) + sin (abcd) = 1, 
oder sin af'b sin c^d + sin 6'c . sin <^d + sin c^a sin b^d = ; 
und 
sin (dace) sin (dbce) + sin (dbae) sin (dcae) + sin {dcbe) sin {dabe) = — 1 , 

sin* <^d sin b^c . sin c"« sin e*6 + sin^ b^d sin c^a sin a^e sin e^c 
+ sin' c'd sin a^b sin b'^e sin c*a + sin* d"e sin a'b sin 6'c sin d'a = 0. 

§. 41. 

Construc tion des vierten Punktes oder Strahles zu 
drei gegebenen eines Doppelverhältnisses. Sind von 
vier Punkten einer Graden drei gegeben, so ist, wie schon früher 
bemerkt, mit dem Werthe des Doppelverhältnisses auch der vierte 
bestimmt; dasselbe gilt auch bezüglich des Doppelverhältnisses 
zwischen vier Strahlen. Die Sätze der vorhergehenden Nummer 
lassen sich zur Lösung der Aufgabe benutzen, zu drei Punkten oder 
Strahlen den vierten durch Construction zu bestimmen , wenn das 
Doppelverhältjjias zwischen den vier Elementen gegeben ist. 

i) Seien von vier Punkten A, S, C, B einer Graden das Dop- 
pel verhältniss {ABCB) = 1, sowie die Lage der drei ersten A, C, D 
gegeben. 

a) Jtlan ziehe durch den dritten (durch den zum gesuchten B 
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zngeordnrten) Funkt C (Fig. 17) eine beliebige Tranavers.le und 
trage auf derselben von C »na zwei Yig. 17. 

Strecken C^ nnd CB' «b, deren Ver- 
hältniss CA' : CB' gleich dem gegebenen 
Werthe 1:1 des Doppelverhältni§Bes 
ist tmd deren Richtungen von C aus 
gleich oder entgegengesetzt sind, 
je nachdem lein positive roder ne- 
gativer Werth ist. Man verbinde 
danu.Jmit-l'und.PmitB'dürchGrade, ^ 
und durch den Schneideptinkt S der- 
selben eine Parallele zu a'B', welche die AB in dem gesuchten 
Punkte D schneidet. 

Zieht man nämlich noch SC, so sind SA, SB, SC, SD vier Grade, 
welche die beiden Transversalen AB und j^B' in entsprechenden 
Punkten A, S, C, D und ^, B', C, D' achneiden, deren Doppelver- 
hältnisse folglich einander gleich sind. Wegen des Parallelismns 
von SD mit ÄB' ist aber D' der unendlich entfernte Punkt der Gra- 
den j(B' und das Doppelverhältniss {ÄS CD") reducirt sich auf dag 
einfache CA!: CB' . {§. 40 a.) Somit ergiebt sich 
{ABCD) = CÄ-.CB' = 1 : t. 
Es müssen daher auch CA! und CB' gleiche oder entgegengesetete 
Richtung haben, je nachdem 1 positiv oder negativ ist. 

Ist von den vier Punkten , welche das Doppelverhältniss 
(ABCD) = l bilden, ein anderer z. B. 5' der gesuchte, so kann man 
denselben nach §. 37 immer als den letzten im symbolischen Aus- 
drucke darstellen, indem auch 

(ABCD) = {CDAB) = 1 
ist. Es tritt dann der zu B zugeordnete Punkt A an die Stelle von 
C des vorhergehenden Falles , durch diesen ist dann die Transver- 
sale zn ziehen n. s. w. 

b) Man lege durch den ersten 
Punkt A (Fig. 18) eine beliebige 
Transversale und trage auf der- 
selben von A aus zwei Abschnitte 
AC, CB', die sich = 1:1 verhal- 
ten, hintereinander in gleicher 
oder entgeg eng e setzt erRicb- 
tnng ab, jenachdem das Verhält- 
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nisa l positiT oder negativ ist. Man halbire dann AB' in D' und 
ziehe die Graden CC und BB', die sich in S schneiden, so wird die 
Grade durch S und £', die AB in dem gesuchten Punkte i> treffen. 
Denn nach §. 35 ist 

(ABCD) = {AB-Ciy) 
Hndweü AD'=iyB', {AB'CD') = AC-.CB' = X, 
mithin {ABCD) = i. 

2) Sind a,b,c,d vier StrahlßHi welche sich in dem gemein- 
schaftlichen Punkte S schneiden , und sind ausser dem Doppelver- 
hältniss sin (abcd) t:= X drei derselben a, b, c ihrer Richtung nach 
gegeben, so lässt sich der vierte d einfach dadurch bestimmen, dass 
man eine beliebige Transversale zieht, welche die gegebenen Strah- 
len in den Funkten A, B, C schneide. Zu diesen dreien sucht man 
auf der Transversale einen vierten D von der Beschaffenheit, da<as 

{ABCD) = sin {abcd) = X 
ist und zieht durch ß imd S eine Grade S£> odei d. 
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Drittes CapiteL 
Das harmonische Verhältniss. 



§.42. 

Erklärung. Wenn das Doppelverh Sltniaa (ABCD) 
zwischen vier Punkten einer Graden den besondern 
Werth—I hat, 80 belesen die vier Punkte ^,fi,C,i> har- 
monische Punkte und das Doppelverhältniss ein har- 
monisches Verhältüiss. 

■pj jg Man bezeichnet in diesem 

Falle die Strecke AB als eine in 



■3 ^ g j- den PunktenC und D har- 
monisch getheilte; weil aber 
{ABCD)z=(CDAB)iBi, kann man auch sagen, dasa die Strecke 
CD in den Punkten A und B harmonisch getheilt ist. 
Dieser gleJchmässigen Beziehung wegen werden sowohl die Punkte 
A und ß als auch C und D einander zugeordnete oder con- 
jugirte Punkte genannt. 
Das Boppelverbältnisa 

wird als ein harmonisches Verhältniss bezeichnet, weil es 
mit der harmonischen Theilung einer Graden nach der gewöhnlichen 
Definition übereinstimmt, wenn übrigens die Äbsclmitte absolut ge- 
nommen n? erden. 

Aamerknng. Drei Grössen stehen in stetiger harmoniBcher Pro- 
portion, wenn die Differenz der ersten und zweiten Grösse zarDiffereuzder 
zweiten und dritten sich verhält, wie die erete lur drjtten. Sind allo 
A, S, C, D vier hintereinander folg;ende Punkte einerGraden, so bilden die 
drei Abschnitte AC, AB, AS eine bstmoniBcfae Proportion, wenn 
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AB—AC:AD—AB=AC:AD 


a. i. 


CB:SD = AC:AD, 


oder 

Hieraus folgt 


AC:CS = AD:BD. 
CB' BD^ ' 



daher CBDB" 

Kimmt man anf die Bichtnngen and Vorzeichen der Abschnitte keine 
HöckBieht, Bo sagt man, die Linie AD ist ia S and Charraonisch getheilt, 
wenn von den drei Abschnitten AB, BC, CO der mittlere zu einem dar bei- 
den äusaern sieb verhält, wie der andere äussere zu der ganzen Linie, oder 
wenn das Product aus den beiden äussern Abschnitten gleich dem aus der 
ganzen Linie und dem mittlem Alischnitte ist, 

§.43. 

Theilnng einea Abschnitts nach einerlei YerbSIt- 
ni 8 s. Wird eine Strecke AB in zwei Pnnkten C xmd D nach einer- 
lei, übrigens beliebigem, aber entgengeeetztem Verhältnisse — 

und geschnitten, so ist sie in den beiden Punkten C und D 

harmonisch getheilt. Denn ist 

AC m'AD m 

80 ist 

AC AD__ 
CB' DB~ 

g. 44. 
Znsätze, l) Nach §.27 ist, wenn {ABCD)= — \ ist, auch 
{ABDC) = {BACD) = {BADC) = — 1 ; 
ebenso 

(CDAB) = (CDBA) = (DCAB\ = (DCBA) = — 1 . 
2) Wenn das Doppclverhältnisa (ABCD) ein harmonisehes iet, 
also einen negativen Werth hat, so muss von den beidenSchnei- 
depunkten C, D der Strecke ^ß der eine ein innerer, der an- 
dere ein äusserer sein; in gleicherweise muss von Jen beiden 
gchneidepnnkten A, B der Strecke CD der eine ein innerer, der an- 
dere ein äusserer sein (§. 26). 
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3) Ist von den vier Punkten A, B, C, D einer' Graden, welche 
das harmoniBche Verhältniss (ABCD) = — 1 bilden, C die Mitte 
der Strecke. ^^, oder AC:CB=\, so ist AD . DB = — 1, folgUcL 
D der unendlich ferne Punkt der Graden (§.26), und umgekehrt; 
der harmonisch zugeordnete Punkt C des unendlich fernen D der 
Gr&den ist der Mittelpunkt des Abschnitts der beiden andern Punkte 
A undfi. 

4) Ist dagegen C irgend ein anderer innerer Punkt von AB, eo 
liegt der Süssere Punkt D auf der Verlängerung , von AB oder von 
BA, je nachdem AC grösser oder kleiner als CB ist. Oder liegt 
C nüher am Endpunkte A (B) des Abschnitts als an B (A), so befin- 
det sich D auf der zur Seite von A (B) liegenden Verlängerung des 
Abschnitts. 

b) Sind also AuniB, C nnA D zugeordnete harmo- 
nische Punkte, so liegt die Mitteje zweier zugeord- 
neter Punkte immer ausserhalb der Strecke, welche 
die beiden andern zugeordneten Punkte begrenzen. 
6) Ist die Strecke AB (Fig. 20) in C und D, in C und D', in C" 
„. und D" harmonisch getheilt, 

und liegen sowohl C als C 
j' ^ j cd' C" i "S^ nSher an A als an B, befinden 
sich also beide zugeordnete 
Funkte Ö und Ö' auf der Verlängerung von BA (4), so liegt D näher 
an A als D', wenn auoh C näher an ^ als C liegt. Denn ist 
AC<CAC, 



SO ist such 
und weil 



CB ^ CB 



AC ^_^, ^ 
CB' DB~ CB' &B 
auch (absolut genommen) 

AD AD 
DB"^ D'B' 
folglich (absolut) 

ad<:ad. 

Eine der beiden ewischen je zwei zugeordnet«! Punkten lie- 
genden Strecken CB, Cff liegt daher gan« auf der mkImd. Liegt 
aber einer der zugeordneten Punkte z.B.C'oiUier «nfl ab ui ><, so 
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liegt der andere D" auf der Veilängertiiig von AB und die iStrecke 
CD" liegt ganz ausserhalb der Strecken CD oder Ciy. 

Ist daher eine Strecke anf zwei verschiedene Wei- 
senharmonisch getheilt, so haben die beiden zwischen 
je zwei zugeordneten Punkten liegenden Streken ent- 
weder gar keinen Abschnitt mit einander gemein, odei 
die eine Strecke liegt ganz auf der andern, d.h. wird 
von derselben eingeschlossen; niemals aber kann eine 
Strecke nur theilweis auf der andern liegen. 

Liegen somit zwei Abschnitte CD, CD' einer Gra- 
den theilweise Übereinan- 
Jer, wie in Fig. 21, so lassen -^'ß- ^'■ 



b dazu nicht zw elF unkte 



c n 



sowohl zu C und /> als auch zu Cnndi>' zugeordnete har- 
monische Punkte wären. (M. s. u. §. 59.) 

§. 45. 

Erklärung. Ist derWerth desDoppelverhältnisses fin (abctf) 
zwischen vier Graden, welche in einem Funkte zusammentreffen, 
gleich — 1, Bo bilden die Graden ein harmonisches Strableu- 
bfischel; a und 6 sowie c und (f nennt man einander zugeord- 
nete oder conjugirte Strahlen. Auch sagt man, das« C 
und d den Winkel a^b harmonisch theilen, wie auch a und 
b den Winkel (^d harmonisch theilen. Von allen vier Strahlen ge- 
braucht man nicht selten die Bezeichnung Harmonikaien. 

Aus dieser Erklärung, sowie aus §.34 und 35 geht hervor, dass 
auch bei vier Harmonikaleu a, b, c, d stets 

sin {abcd) = sin {abdc) = sin (bacä) = etc. = — i 
ist, oder dass §. 44 1) und 3) unmittelbar auf vier Harmouikalen 
Übertragen werden kann. 



Harmonische Lage von vier Strahlen in besondern 
Fällen. Nach §. 35 schneiden vier HarmonikaUn a, b, c, d jede 
beliebige Transversale in vier hannooiscEen Punkten A, B, C, D 
oder es ist 

sin(abcd) =(ABCD)= — l. 

Wird die Transversale eioer deiHarmonikfdea z, B. d parallel 
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geführt, 90 fällt deren Durchs chniUspunkt C mit der zugeordneten 
Harmonikale c in die Mitte zwiachen die Durchs chnittapimkte mit 
den beiden andern Harmonitalen a und b. (§. 44 3.) 

Hieraus folgt: 1) Sind vier Strahlen eines Büschels 
1 den Seiten und Diagonalen eines Farallelogramms-pa- 
rallel, so ist das Büschel ein harmonisches, in welchem 
1 die denDiagonalen parallel liegenden, sowie die den 
I Seiten parallel liegenden Strahlen einander zugeord- 
net sind. 

Stehen ausserdem noch die beiden zugeordneten Strahlen c 
und d auf einander rechtwinklig (ist das eben erwähnte Parallelo- 
gramm ein Rhombus) , so sind die Winkel a''c und c^b einander 
gleich, d. h, 

3) Wenn ron Tier Harmonikaien zwei zugeordnete 
einen rechten Winkel einschliessen, so ist eine dersel- 
ben die Halbirungslinie des Winkels, welchendiebei- 
den'andern Harmonikaien bilden. 

Damit sind auch folgende Sätze erwiesen: 

3) Wird in einem Dreieck ein innerer Winkel, so- 
wie der Süssere Nebenwinkel halbirt, so theilen beide 
Halbirungs Union die gegenüberliegende Seite harmo- 
nisch. Oder die Halbirungslinie eines Winkels und 
die Senkrechte zn derselben (dieHalhirnngslinie sei- 
nes Nebenwinkels) theilen die Winkel harmonisch. 

4) Wird der Durchmesser CD (rig. 22) eines Kreises 



Fig. 92. 



Punkten^ und B har- 
monisch getbeilt, und zieht 
man nach denselben von ei- 
nem beliebig enP unkte A' des 
Kreisumfangs zwei Grade, 
;ir^,j:ß, so wird derWinkel der- 
selben AXB durch diejenige 
Grade XC halbirt, welche 
Ton demselben Punkte Jf des/ ' 
Kreisumfangs nach dem zwischen A und B liegenden 
Endpunkte C des Durchmessers gezogen ist. " — 7I 

4) Da unter der Voraussetzung, dass die Winkel ^Al^nnd 

CXB einander gleich sind, bekanntlich^C:Cß=..4ASßA' ist, so folgt; 

Der geometrische Ort dje-r Spitzen X alter Dreiexke 




nigiti/rdt/GoOglc 



.— 57 — 

über einer gemeinsamen Crrtincllinie^f, derenlieide an- 
dern Seiten AX, ^ßein constantee Verhält nies nf-n ha- 
ben, ist einKreis, dessenMittelpunktin der verlänger- 
ten Giandlinie liegt und dessen Durclimea s er dem Ab- 
stand der'beiden Punkte C und 17 gleichkommt, in wel- 
chen die Grundlinie ^fi nach dem coustanten Verhält- 
nisse m:B harmonisch getheilt wird. 



§.47. 



Metn 


sehe 


Verhältn 


sse 


be 




vier La 


monischen 


Punkten 


oder 


Strahlen. 


Sind^, 


B 


C, V vie 


r harmonische 


Punkte einer Graden 


und a. 


6, c 


d 


rie 


Harmonikalen , so ist 



(§. 28, 34) 

(ABCD) = ~\; (ACDB) = ^- (ADBC) = 1i; 
d. h. wenn man diese Doppel Verhältnisse in der gewöhnlichen 
Weise schreibt, ist 

I. 

8Q ist auch 



CB ' DB 



j iAB.CD = üAC.BD, 

(BA.CD = iBC.AD. 
Ebenso folgt bei vier Harmonikaien a, b, c, d aus 

sin c^b ' sin d^b 
, ( sin 0*6 . sin c''d = 2sin i^c . sin Vd 

\ sin b^a . sin d'd -^isinb^c . sin a''d. 

Die Beziehung II. (ebenso IIb.) lässt sich auch in folgender 
Weise ableiten. Setzt man in der aUgemeineu Gleichung für vier 
Punkte einer Graden (§. 7) 

AB.CD+BC.AD + CA.BD — a 
voraus, dass zwei dieser Productez: B, BC.viD und CA, BD gleiche 
Werthe haben, so folgt aus 

BC.AD=CA.BD 
sofort 

AC AD 



it/Googlc . — 



— 58 — . 

d. h. die vier Punkte A, B, C, D sind fa arm oni sehe. Sodann hat 
man in Folge derselben VoransBetziing auch 

iAB.CO = iAC.BD, oder 

\bA.CD = 2BC.AD 

§. 48. 
Andere AnsdrUcke für das Jharmoiiische Verhttlt- 
nise. Nach §.39 folgt für vier harmonische Punkte ^,Ä, C, D aus 
(ABCD) = —l 

ab^bc \ab^ bdJ 



oder 



1 



] AB AC^ AD' 



, UC DA"^ DB*^' 
d.h. der reciprokeWerth der Entfernung eines Punk- 
tes von seinem harmonisch zngeordnetenist das arith- 
metische Mittel der reciproken Entfernungen dessel- 
ben Punktes von den beiden andern harmonischen 
Punkten. 

Desgleichen ergiebt sich für vier Harmonikaien a, b, c, d 

-L = _L+-i_ 

; «("6 ig o'c Ig e^d 

S I 1 

--U.S.W. 

Bemerkang. WSliIt man za mehrere a Paukten^, B, C, D... einer 
' Oraden einen Punkt M in derselben von der Beschaffenheit, daiB der reci- 
proke Werth seiner Entfernung von einem gewissen Punkte der Graden 

des arithmetische Mittel zwischen den reciproken Werthen der Entfernungen 

*) Jede dieser Oleichungen drückt auch den bekannten Satz ans: Drei 
Grössen stehen in einer stetigen harmonischenPraportion, 
wenn ihre Beciproken eine stetige arithmetische Propor- 
tion bilden. 
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der Punkte A, 



I demselben Ponbte 0, ist, d.h. d 



Ott OA OB OC ^ OD^ ' ' 
a n die Zahl der Pnnkte A, B,C,D... ist, so nennt man nach M«c- 
Uurin Qjtf da a harmonis che Mittel der Entfernungen 0^, 05, 
OC etc. oaernach Ponceietd enPnnkt Jlf den harmoniachen Mit. 
elpunktderPunkte^, Ä,C... 

Diesen Erklärungen gcmSss kann vorstehender Satz auch folgende 
1 FBESiing erhalten: Bei vier harmonischen Punkten ist die Entfernung eines 
I derselben von seinem zugeordneten das harmonische Mittel der Entfernungen 
I deMelben Punktes von den beiden andern Fnakten. Oder jeder derPunkte 
I Ist in Beiiehnng auf Beinen zugeordneten der harmonische Mittelpunkt der 
beiden andern Punkte, 



Ausdrücke und Relationen unter Zuziehung eines 
beliebigen fünften Punktes. Bezieht man viec harmonisclie 
Funkte A, B, C, D einer Graden auf ein^ beliebigen fduften Q 
derselben GFradeu, so folgen aus §. 39, 2) die Beziehungen 

AB~~CB'^ DB' 

^QB_QC OD 

BA CA'^ DA' 



CD AD^ BD' 



DC AC ^ BC 



In ähnlicher Weise ergiebt sich fttr vieiHarmomkalen a,b,c,d 
und eine fünfte durch den gemeinsamen Durchschnittspunkt dersei- 
ben beliebig gelegte Grade s ^^^ 39, 3 



[ 1 ^'" ^^ *'" g"c , sin g*d ■ 

\ sin a^b sin c^b st 



Jede der unter I.,n. ,111,, IV. bemerkten Gleichungen drücken 
gleichmässig das harmonische Verhältnis s von vier Punkten einer 
Graden, sowie die unter Ib., IIb., nib., IVb. aufgel^ihrten das 
harmonische Verhültuiss zwischen vier Strahlen aus. 
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§. 50. 
Brückt man die Absclmitte, welche in dem Ausdrucke des 
DoppelverhältnisseB zwischen vier harmonischen Punkten A, B, C, 
D vorkommen, dnrch die Entfernungen der Punkte von einem be- 
liebigen fÜnftenPonkte fnach §.3 aus, so erhält man zonSchst aus 
^__ J^ 
CB ~ DB 
QC— QA _ QD— QA , 
QB — QC^ QB — QD' ** ^^ 

V. {QA + QB) {QC +QD) = 2QA.QB ^^QC . QD. 
Dieae Gleichung läast sich auch schreiben 

QA {QC— QB) +.QB (QD—QÄ) + QC{QB—QD) 

+ QD{QA-Qq=o, 
oder 

/ QA . BC + QB . AD + QC . DB+ QD . CA = 0, 

VI. j ebenso findet man 

' QA.BD-\-QB.AC + QC.DÄ + QD.CB=fi. 
Ist JT die Mitte von ^S, i¥ die Mitte von CD, aleo QA-^QB 
= ^QM und QC + QD = 'iQS, so geht die Gleichung V. Über in 
Vn. '2QM.Qn^=QA. QB + QC.QD. 

Verbindet man dieae Grleichnng mit den beiden folgenden 



QC+QC.QD = iQC. QN, 
QB* +QD.QC = 2QD. ßJV, 
indem man diese drei der Beibe nach mit CD, DIU, MC multiplicirt 
und hierauf addirt, eo erhält man zunächst 
QA,QB.CD+QC*. DS+ QD'MC + QC . QD {CD + Dg+ MC) 

= 2Q1V(CD.QM + DM.QC + MC.QD); 
weil aber für die drei Punkte C, D, M immer 
CD + DM + MC^O, 
ebenso für die vier Punkte C, D, M, Q nach §. 7 

CD.QM+DM.OC + aC.QD = 
ist, HO redacirt sich letztere Gleichung auf 

iQA.QB .CD + QC>.DM+QD\iaC = 0; 
ebenso erhält man 
QC.QD.AB + QA''.BN+QB'.NA = 0. 
Setzt man in der ersten dieser beiden Gleichungen DC+ CM 
ffii DM, SO geht diese aber in 
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QA.QB.CD + 0C*.DC + {QV— QC) MC = 0, 
oder w(iilQD'—QC={QD+ QC) {0D~QC)\miQD + QC=2QN, 
QD—QC = CDist, 

QA.QB. CD+ QC*.DC + 2QN.CD.MC = 
und nach Division durch CD 

IX. QA.QB — QC + iQfl.^C = 0. 

In gleicher Weise findet man , wenn anfänglich MD + DC für MC 
gesetzt wird, 

QA.QB — Qllf + 2QN.MI> = 0; 
und ebenso erhält man aus der zweiten Gleichung von Till, die 
den vorhergehenden entsprechenden 

QC.QD—OA* + iOM.M = 
QC.QD~QP + 2QM.NB = 0. 

In allen den Gleichungen von V, — IX. ist Q irgend ein belie- 
biger Funkt; giebt man demselben eine bestimmtere Lage oder 
Beziehimg zu den harmonischen Funkten A, B, C, D, so ergeben 
sich daraus einfachere, zum Theil sehr bekannte Sätze. 



§.51. 

Besondere Gleichungen zu gewissen Lagenvon Q i 
gehörig. Lässt man den Punkt Q einmal mit iV und dann mit M 
zusammenfallen, so geben die Gleichungen unter IX. 
lÜA. m=NC= ND^ 

\mc.mi>=ma^=mb^, 

d. h. halbirt man den Abschnitt zwischen zwei zugeord- 
neten Punkten, so ist das Quadrat dieserHälfte gleich 
dem Product ans den Entfernungen des Halbirungs- 
punktes von-denbeiden andern zngeordnetenP unkten. 

Soll in den vorstehenden Gleichungen den Quadraten ein po- 
sitives Vorzeichen, oder den Grössen NC, ND, MA, MB ein reeller 
Werth zukommen, so müssen die Abschnitte NA und NB einerlei 
Richtung von N ans, ebenso MC, MD von M aus haben, d. h. If muss 
für die Strecke AB ein äusserer Punkt, desgleichen M für CD sein, 
waj mit dem schon in §. 44, 5 Bemerkten übereinkommt. 

Es ist daher leicht ersichtlich, dass bei gebörigerBerÜcksichti- 
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pmg dee Princips d«r Zeichea die Gleichungen X. oder der zuge- 
hörige Satz auch nmgeicehrt ihre allgemeine Geltang haben.*) 

Nach (4) in §. 5 ist aA.NB = iV«*— IHA\ folgHoh nach X. 
^C• = ÄJf — MA' 
und MÄ* + iVC* = JVJp 
oder, wenn man mit 4 multiplicirt and bedenkt, dass nach 5) in 
§.6 2Mn=:AC+BD = AD+BC Ist, 

XI. AB'+CD' = (AC+ SB)* = {AD + BCf. 
d.h. Die Quadratsumme der Entfernungen je zweier z u- 
geordnetenPunkteistgleichdemQuadratederSumme 
derjenigen Abschnitte, welche vonje zwei nicht zuge- 
ordneten Funkten begrenzt werden. 

Die Gleichungen X. u. XI. lassen sich auch aus VII. ableiten, 
wenn man filr diese den Punkt Q mit M oder i¥ zusammenfallen 
IHsst. Han erhält dann 

MA.MB + MC.MD=NA. NB + NC.ND = 0, 
oder weil iaB= — MA,m = —NC ist, 

SIA'=MC. MD, NC^=NA. NB, 
wie oben. 

Ohne Zuhilfenahme eines beliebigen Punktes Q ergiebt sich 
dieselbe Relation noch in nachstehender Weis?. Fiihrt man in der 
Gleichung {ABCD) = — 1 , oder 

(I.) AC .DBr=CB. DA 

den Mittelpunkt M des Abschnittes AB ein, fUr den man die Trans- 
formati onsgleichunge n 

MA^MB=0 oder MB = —MA, 
femer AC = MC — MA = MC -^^ MB , DB=MB~MD, 

CB = MB — MC, DA = ffA — MD = — {SB + MD) 
hat, 80 geht (I.) nach Einsetzung dieser Werthe von AC, DB etc. 
Über in MC.MB = MB'= MA'. 

§.52. 
Lässt man in den beiden Gleichungen VIII. den Funkt Q erst 
mit C oder D, dann mit A oder B zusammenfallen, so ergiebt sich 
nach Weglassung des gemeinschaftlichen Faktors CD und AB, 

*) Adams („Die hannoaiichenVerlitiltmsse etc." S. 15) aieht sich 
b«i Ümkehrang des g^enanuten Satzes genothigt, den Fall, wo die Mitte 
cweierconjngirter Punkte zwischen den beiden andern conjngirten Punkten 
liegt, als Ausnahme fall zu bezeiclinen, weil er keinen Unterschied Kwlschen 
AB und £A fest^sstellt hat. 
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iCA.CB = CD . CM, oder DA.DB^DC. DIB, 
\ AC. AD= AB . AN, oder BC.BD=BA. S,V, 

Nach den Erklärungen in §, 48 ist CD das harmonische Mittel 
der Abstände des Panktes C von A nnd B, Sowie CK das arithme- 
tisclie Mittel derselben Abstände CA und CB ist; die Gleichungen 
Xn. besagen also: 

Das Prodact der Abstände zweier Funkte einer 
Graden von einem gemeinsamen dritten in derselben 
Graden ist gleich dem Product aus dem harmonischen 
und arithmetischen Mittel derselben Abstände. 

Die Gleichungen XII. können übrigens unmittelbar auch aus 
den unter HI. in §, 48 aufgeführten abgeleitet oder auch mit den- 
selben als gleichbedeutend anfgefasst werden. In der That folgt 
a. B. aus der dritten der angezogenen Gleichungen 

^ = ± + ± 
CD CA ^ CB' 

CA+CB 



, da 



CA.CB=C 
CA + CB 



CA.CB=CD. CM. 
Noch eine andere unmittelbare Ableitung ist folgende; Aus 
(ABCD) = — 1 folgt {ADCB) = \ oder AC:CD = ^AB: BD, 
und weil Xffl=^^Ä, ^ 

AC.BD = AM.CD, 
oder . AC.{ßC'\-CD)^=AM.CD, 

AC*BC=CD {ÄM—AC), 
AC.BC = CD. CM. 

§. 53. 
Lässt man in der ersten der Gleichungen Vlil, Q mit A oder 
B, in der aweiten mit C oder D zusammenfallen, so erhält man 
MC 



\Cb)~~\DB/~ NB' 



Verbindet man mit diesen Gleichungen die unter X. i 
stellten, so giebt dies 



jM,Googlc 



Kma) ~ Xka) ~ \md) 



AD MA MD' 

Bezüglich des Zeichena — auf der rechten Seite dieser Gleichungen 
Tergl. §. 44, &. 

§. 54. 
Ausdrucke unter Zuziehung zweier beliebiger 
Punkte. 1) Die erste der Gleichungen VI. lässt sich m folgende 
Form bringen 

QD' CA QD' AC"^ CA' Op "*" ' ~"**' 
Bezeichnet man mit £f den unendlich fernen Punkt der Graden, ao 
ist nach §. 40, 3. auch 

_(^.^\(^.W\_(BQ_ B£\fDA D&\ 

\qd'' q'dJKca' q'a) \qd'' q-d)\ac' qc) 

^\CA' Q-AjyDQ- &qJ^ ' "■ 
Weil aber in diesem Ausdrucke nur Doppel Verhältnisse und con- 
stante Grössen vorkommen, so gilt er auch, wenn Q' irgend ein be- 
liebiger Punkt der Graden ist. rndem man ihn au^einfachere 

Formen bringt, erhält man • 

QD' Wb' CÄ'^QD' ÄC'Wb~QD'^-' ^ "•"'"** 
und wenn man den gemeinschaftlichen Nenner wegschafft, 
l QA.Q'D. BC+QB. Q'C .AD+ QC .Q'A .DB 
l +QD.Q'B.CA=0 

vy J ebenso giebt die zweite der unter VI. aufgeftihrten 
j Gleichungen 

1 QA. 0'C.BD + QB.QrD.AC+ QC.Q'B.DA 
\' + QD .Q'A.Cß = 0. 

In denselben sind die beiden beliebigen Punkte Q, Q' xa den 
vier harmonischen in gleichmässige Verbindung getreten. 
2) Bringt man die Gleichung VII. nnter folgende Form 

AQ m CO DQ_^ 
QM' QIV'^ QM' QN 
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nnd zisht den unendlich fernen Pnnkt Q' der Graden znr Bildung 
von Doppelverhältniaeen herbei, so erhält zunächst 

\QM' Q-m)\QN' Q'n)'^\0»I'0'm)\QN' Qs) 
Diese Gleichung musa nach §. 40 3. giltig bleiben, auch wenn 
der Pnnkt Q' beliebig auf der Graden genonunen wird, nur mit der 
Abänderung , dasa dann M und N nicht mehr die Mitten der Ab- 
schnitte AB nnd CD, sondern zugeordnete harmonische Funkte zu 
Q' bezüglich der Abschnitte AB und CD sind. Die Gleichung re- 
ducirt man leicht auf folgende 

AQ' ' BQ' '*' CO' ' DQ- MQ' ' NQ' ' 

oder, in Doppelverhältnisaen ausgedrückt, 

/ (W^C) + {QQ-DB) = 2 {QifMC) {QQ'tiB) 
\ (Q&BC) + (QQ-DÄ) = HiQQ-lHC) (Qi/NÄ) 
j iQQ-AD) + {QQ-Cß) = ^QQ-MD){Q&lVB) 
{ (QQ'BC) + iQ(/CA)='i{Qi/MD){QQ-NA) 
wobei also — um dies zu wiederholen — und Q' zwei beliebige 
Funkte, lU und JV die zu Q' harmonisch zugeordneten Punkte bezüg- 
lich der Abschnitte AB und CD sind. 

Nimmt man in den vorstehenden Gleichungen den beliebigen 
Punkt Q als den unendlich fernen der Graden an, so reduciren sich 
die Doppelverhältnisse in einfache und man erhfilt z. B. aus der 
ersten von XVI*. 

Cff Bff CQ^ BQ^ 

aq'^ Dff m" m" 

oder nach Division durch CQ' . Bf/ 

AQ'.BQ' "^ CQ'.Dff ~ MQ' . NQ' 
eine Gleichung, welche als mit VII. identisch angesehen und auf 
den Ausdruck derselben zurückgefiihrt werden kann. Man erhält 
nämlich aus ihr zuvörderst 

da aber Jlf der zu Ö* harmonisch zugeordnete Punkt für den Ab- 
schnitt AB ist , so bat mau , wenn M' die Mitte von AB bezeichnet, 
nach Xn. in ö2 

Äff . Bff 



-=}fff, 

Mff 



Wiluchel, 
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wenn iV die Mitte von CD ist. Die Substitution dieser Werthe 
giebt 

Äff . Bff + Cff .J>ff=^23r0' . N'ff, 
d. i. die Gleichung VII. 

Es lieBS sich dieses Resultat auch schon deshalb voraussehen, 
weil in den Gleichungen XVI und XVi*, die erst ans VII. abge- 
leitet worden sind, die beiden Punkte Q und 0' mit den übrigen 
gleichmässig verbunden vorkommPn. Setzt man nun Q' als den un- 
endlich fernen Punkt voraus, so führt diese Annahme unmittelbar 
wieder zu VII. zurück ; ein gleiches Eesultat muss man also auch 
erhalten, wenn Q als der unendlich ferne Punkt angenommen wird. 

Da in den GleichungenXVI*nuTDoppelverhliltnisse nndCon- 
Btanten vorkommen, so gelten dieselben Relationen mulalis mutandis 
auch für ein Strahlenbiischel von vier Harmonikaien a, b, c, d, zwei 
beliebigen Strahlen q, q' und den zu q' harmonisch zugeordneten 
Strahlen m und n bezüglich der Graden a, b und c, d, also: 

XVIb ^'"" ^" fr/ft ■ sinitc sin q^d _ ^ sin q^m sin q^n 
sin a^q' ' siit b'q' sin c^g' ' si» d^q' sin m^q' ' sin ti"// 

oder 
XVI*b. sin {qq'ac) + sin {qq'db) =^2sin {qq'mc) sin (qq'nb) 
etc. 
3) Die erstere der Gleichungen VIII. , der man auch nach- 
stehende Form gehen kann, 

giebt, wenn man vermittelst des unendlich fernen Punktes Q' Dop- 
pel verhültnisse herstellt, 

\QD ' Q'd) \QD " Q'd) \CM' Q'mJ "•" \QD ' ff DJ V#c' ffc) 

— 1 =0; 
eine Gleichung, welche nach 40, 1) giltig bleibt, wenn auch ff ein 
beliebiger Punkt der Graden ist, doch mit der Abänderung, dass' 
Jlf nicht mehr die Mitte von AB, sondern den zu ff zugeordneten 
harmonischen Punkt bezüglich desselben Abschnitts AB bedeutet. 
Zieht man die Gleichung zusammen, so erhält man 
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\ÄQ-B& '"O'+^tO'C- O" -r-^,' 

XVII. i desgleJclien giebt die zweite der GleichuBgen VIII. 

J QC QD 

{ CQ- ' DQ' ■ 

in welcher N der zu Q' augeordnete iiarmonisehe Punkt bezüglich 
der Strecke CD ist. 

Ninunt man den beliebigen Punkt Q als den unendlicb fernen 
der Graden, so geben die vorstehenden Gleichungen 

!GD . MQ' 
AQ'.Bff' 
AB .N ff BN AN _ 
CO'-DÖ AQ'"^ BQ'~^' 
welche sieh noch weiter vereinfachen, wenn man nach XU. in §. 53 
1 HO' , 1 W 

m''''''wrBQ-'"'^w''''''cQ\m 

setzt, wobei M' die Mitte von AB und iV' die von CD bedeuten. 
Uan erhält somit 

\ HfQ' "*" CQ- '^ V0~ ' 



§. 55. 

Bestimmung eines harmonischen Punktes oder 
Strahles, wenn die anderen drei oder deren stellver- 
tretende Elemente gegeben sind. 

Aufgabe, Zu drei gegebenen Punkten ^, B, C einer Graden 
den vierten harmonischen D zu finden. 

Auflösung. Seien ^n.ß, sowie C Fig. 23. 

und der gesuchte D einander zugeordnete ^.S 

Punkte. 

l) Man lege durch C (Fig. 23) eine 
beliebige Grade, auf der man ein und die- 
selbe beliebige Strecke von C aus in ent- ^ 
gegengesetzten Richtungen nach CA' und 
CB" abtrage , verbinde hierauf A und A', 
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B und £" durch Grade, welche sich im Allgemeinen in einemFnnkte 
S treffen nnd ziehe durch S eine Parallele SD zu Ä'B"- diese wird 
die AB in dem verlangten Funkte D schneiden. Bezüglich des 
Beweises vergleiche man §. 41. 

Diese nnd die feigenden Constructionen werden nnausttihrbar, 
wenn C die Mitte von AB ist; der Punkt D ist dann der unendlich 
ferne Punkt der Gradeu. 

S) Man lege durch A und B zwei beliebige Parallelen, trage 
auf einer derselben z. B. auf der durch B gelegten (Fig. 24) von B 
auszwei gleiche Strecken BCundBC" 
in entgegengesetzter Richtung ab und 
verbinde den Endpunkt einer dieser 
Strecken z. B. C mit C durch eine 
Grade, welche die durch A gelegte 
Parallele In 1/ treffe. Legt man dann 
durch D' und den Endpunkt C" der 
s genommenen Strecke die Grade D'C",so schnei- 
1 dem verlangten Punkte D. Denn es ist 



Fig. 24. 




CA AD' 



DA AD' 



, mitbin 



CB~BC' 
AC ADBC 
CBDB^BC ' 

Man könnte ebenso gut auf der durch A gelegten Parallele 






Fig. 25. 




(Fig. 2ö) zwei gleiche, entgegenge- 
setzt gerichtete Strecken ^D' und JD" 
abtragen, D Cziehen nnd denDurch- 
achnittspunkt C mit D" dtirch eine 
Grade verbinden , welche die AB 
gleichfalls in dem vierten harmoni- 
schen Punkte D schneidet. 

3) Man lege durch A eine belie- 
bige Grade AX {Fig. 26) und durch 
B und C ein Paar Parallelen, welche 
AX in ß* und C treffen, trage von 
C aus den Abschnitt CF in entge- 
gengesetzter Kiehtung nach C'B", 
verbinde ß" mit B und ziehe zur 
Graden S"B durch C eine Parallele 
CD, wekhe die AB im gesuchten 
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Punkte D treffen wird. Denn man hat 

AC AC AD^AC 

CB CB DB~CW 

AC AD_Cß' _^_ 

cb'db~c^~ * 

4) Man lege durch A eine beliebige Grade (Fig. 27) und trage 
auf derselben zwei gleiche beliebig Fig. 37 

grosse Abschnitte JC'jC'B' hinterein- 
ander in gleicher Hicbtung ab, ziehe 
durcb B und B", und durch C und C' 
zwei Grade, welche sich in S schnei- 
den, und durch S eine Parallele SD 
zu Äff, welche die AB im gesuchten 
Punkte i> trifft. (8.§.4I , 1. b.) 



Aufgabe. Zu drei gegebenenStrahlen a, b, c eines BUschela 
S den vierten harmonischen d zu ziehen. 

Auflcisung. Seiennundb, sowie Fig. 28. 

cund der gesuchte ^einander zugeordnete 
Strahlen. 

1) Man nehme (Fig. 28) in c beliebig 
einen Punkt C an, ziehe durch denselben 
zwei Parallelen zu a und b, welche b und 

a in B und A treffen, verbinde diese "^ 

Durchschnittspunkte dnrch eineGrade und 
lege parallel zu derselben durch S einen 
Strahlt/, welcher der geforderte sein wird, 

2) Man lege durch den in c beliebig 
angenommenen Punkt C eine Parallele ^^S- 29- 
zu 6 (a) , die den Strahl a (b) in A (E) 
schneidet, verlängere CA(CB), mache die 
Verlängerung AD (BD) = CA (CB) und 
ziehe die Grade SD[SD'), so ist diese die 
verlangte Harmonik ale d. 

3) Hau ziehe (Fig. 29) zum Strahle 
c eine beliebige Parallele, welche die bei- 
den anderen Strahlen a und b in A und ß 
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sehneidet, halbire AB in D und ziehe SD oder d. Der Beweis fär 
diese Constructionen*) gründet sich einfach auf §. 44 und 46, 1. 

§. 57. 
Aufgabe. Von vier harmonischen Punkten einer Graden 
sind zwei einander zugeordnete A und B, sowie die Mitte iV des 
zwischen den beiden andern liegenden Abschnittes CD gegeben, 

man soll die letzteren beBtiminen. 

Auflösung. Nach X. in §. 5) hat man 
KC= — ND=±/NÄTm: 

Legt man also durch die beiden Punkte A und B einen belie- 
bigen Kreia (oder, etwas kürzer, einen Halbkreis) und an denselben 
von N aus eine Tangente, so ist der Abschnitt derselben von JV 
bis zum Berührungspunkte absolut genommen gleich der Entfernung 
der Punkte C und D von N. 

Aumerkniig. Der Ausdruck t^iNC oder ND, sowie die sn^egebene 
CoüBtructJon giebt zu erkennen, daas N ein Uusaerer Punkt des Abschnittea 
AB sein muBs, wenn der Werth tob fSA-NB reell, oder wenn die Con- 
Btrnction einer Tangente möglich sein soll (»ergl. §- 44 , 5 und 6). Wollte 
man W als einen innnern Pankt der AB v^oraussetzen , und die Abscknitte 
SA, NB in absolutem Sinne , d. h. ohne Berücke ichtigung^ der Vorzeichen 
nebmen, ao hittte man durcb iVdie kürieste Sebne eines durch A und B ge- 
legten Kreisea zn ziehen. Da dieselbe aenkrecht auf dem durch N gelegten 
Durchmesser dea Kreises steht und von ihm in ^ halbirt wird , eo verein- 
facht sich bekanntermaasaen die Construction , wenn man AS als Durch- 
messer des Kreises annimmt. Hält man daa Princip der Zeichen fest, so 
hat mau 

NC= — ND=^+ VNA.NS y^ 
zu setzen und nach den Begeln für die Conatructioo imaginärer Linien NC 
und — NB als zwei einander entgegengesetzte und auf AB senkrechte 
Abschnitte, deren LSnge absolut = y^iA. iVif ist, darzustellen, (vgl. Ü. Cap.) 



Zusatz. Ist ilf die Mitte von AB, so hat man 

MN=^{AN+BN);NC = ~-ND==±y^N:BN, 

*) Diese Constructionen, aowie auch die des vorhergehenden §. wer- 
den sich als Specialis iruD gen zweier allgemeinerer, die wieder in dualer Be- 
giehung zu einander stehen, herausstellen. Tergl. g. 63. 
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mithin JHC = JtfD = i (AN -J- BN+ 2 ]/AN. BN), 

= l(]/AN±}/Bli)'; 
oder -wenn mau mit (}/AN + yBf/)' multiplieirt und dividirt, 

jac=jyD= — _^^' : 

2 (/AN + j/BN-)' 
Ausdrücke, welche zwar weniger für eine Constructir>n sich eignen, 
ihrer Form wegen jedoch immer bemerkenswerth sind und später 
weitere Anwendung fiaden. 

§.59. 
Aufgabe. Es sind zwei Punktepaare Ä, B und ^l'und B' in 
einer Graden gegeben, man soll zwei andere Punkte C und D be- 
stimmen, welche mit jedem der gegebenen Paare ein System von 
vier harmonischen Punkten bilden, so dass 

(ÄBCD) = {ÄB'CD) = — 1 
ist. 

Auflösung, Hätte man die Mitte N des zwischen den ge- 
suchten Punkten liegenden Abschnittes CDgefunden so wäre die Auf- 
gabe nach §. 57 als gelöst zu betrachten, dieser Punkt N muss also 
zugleich derjenige der Graden AB sein, von welchem aus steh zwei 
gleiche Tangenten an zwei durch AB und A'B' gelegten Kreise 
ziehen lassen.'*) Um denselben zu finden , lege man durch einen 
■ beliebigen Punkt G (Fig. 30) ausserhalb AB zwei Kreise von denen 
der eine noch durch A und B, der 

andere durchs!' undS' geht. Diese ^'^' ^^ 

schneiden sich noch in einem zwei- 
ten Punkte G'. Legt man nun 
durch G und G' eine Grade , so 
trifft diese die AB in dem Punkte 
JV, von dem aus man eine Tangente 
an einen der beiden Kreise zieht, 
deren Länge den Abschnitten NC 
und ND gleich ist. Jede von N 
aus an die beiden Kreise gelegte Tangente ist nämlich=/iVG. WC 
= j/NA.NB = }/NA' ,NB', mitbin erfüllen auch die somit bestimm- 
ten Punkte C und D den Bedingungsgloiehungn X. (§.5l), oder den 
in der Aufgabe gestellten Forderungen. 

•) D.h. NM der Durch schnittapunkt der rotenzlinje oder Chpr • 
dale dieser Kreise mit der Uraden AB, 
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Aumerknng. Liegea die beidenAbadmitU^ff, ^^ ftaf der Orodcn 
so, dass sie tbeilweise über einanäerliegen (in einander eingreifen, m.i. d. fol- 
f^endeCapitel), so ntiissen die beiden SchneidepnnkteC.fT' der Kreise za bei- 
den Seiten der AB liegen und der Punkt N anf das beiden Abichnittea ge- 
rne inscbaftliehe Stück der Graden fallen. E» ist dann N ein innerhalb 
beider Kreise liegender Punkt von dem ans eine Tangente an die beiden 
Kreise zu legen unmöglich ist. Damit vrird ancb die CoustractioD der 
Pankta C und D anmöglich, was mit dem §.44, 5 ond 6 Bemerkten über- 
eiostimmt. 

Vorstehende Aufgabe möge einstweilen nur als n oth wendige ErgänEung 
la g. 44, 5, fl, und zum Nachweis dienen, dass daaelfast nicht nnnöthige Vor- 
aussetzungen, welche einer reellen Begründung entbehren, gemacht worden 
sind. Im folgenden Kapitel wird dieselbe Aufgabe in einer andern Auffa>- 
BuDg wiederholt und mit den nöthigen Determinationen versehen werden. 



Bemerkung. Die einfachsten Fignren, an welchen Doppel- 
tind harmonische Verhältnisse in unmittelbarster Weise zur Anwen- 
dung kommen , sind Systeme von vier Pnnkten oder vier Graden 
in einer Ebene. Obgleich die Anwendungen der Sätze der vorher- 
gehenden und nächsten Capitel einem spätem Abschnitte vorbehal- 
ten bleiben, um sie im gehörigen Zusammenhange und übersicht- 
licher zu geben, so mögen doch im Nachstehenden bezüglich jener 
Figuren einige Sätze und daraus entspringende Aufgaben theils 
ihres besondem Interesses halber theils znm bessern Verständniss 
mehrerer im fünften Capitel erwähnter Eigenschaften ebener Fi- 
gnren herausgehoben werden. 

§.60. 

Harmonische Verhältnisse am vollständigen Vier- 
eck und Vierseit. 

Lehrsatz. Verbindet man vier beliebige Punkte einer Ebene, 
von denen keine drei in einer Graden liegen, zu je zweien durch 
Grade und die somit entstandenen Durchschnittspunkte wiederum 
durch Grade, so erhält man ein System von nenn Linien, von denen 
jede durch die übrigen in vier harmonischen Punkten geschnit- 
ten wird. 

Seien (Fig. 31) A,B,C,D die vier Punkte, A', BT, C die 
Dnrchschnittspunkte der gegenüberliegenden Graden BC und DA, 
CA und DB, CD und AB, und es werde die AB und CD von AB' in 
« und «', die BC und DA von ffC' in .^ und,^', endlich dieC-4 und 
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DB von ÜÄ in 9 und p' geschnit- 
ten , so sind die vier Punkte, welche 
in jeder der neun Graden liegen, 
harmonische' Punkte. Der Beweis 
lässt eich für jede dieser Graden wie 
folgt fuhren : Die von B aaegehen- 
den Str .hlen ffA, B'B, ff«, BX tref- 
fen die Graden AB and CD in ent- 
sprechenden Fnnkten , man hat . 
daher 

(AB€C) = {CD€C). 
Von denselben Funkten CD gehen 
aber vier Strahlen ans, welche sich 
in A' vereinigen und welche die AB ebenfalls in entsprechenden 
Punkten schneiden, so dasa 

(ClXtC) = (BAI&C^ 
ist. Eieraus folgt aber 

(ABtecT) = {BA€<f), 
d.h. das Doppelverbältniss {AM.C') ist seinem reciproken gleich; 
es mnss daher sein Werth = + I sein. Nun kann aber derWerth 
eines Doppel Verhältnisses nicht = + 1 sein, wenn nicht zwei PuAte 
zusammenfallen sollen (§.26), folglich ist (j4BÄC) = — I, oder 
AB ist in € und C' harmonisch getheilt. Nach §. 35 folgt für A' als 
Strahl enmittetpunkt die Gleichheit der Doppel Verhältnisse' 

{ABtC) = (ß-'^ffC) = {DC€C) = {ößß'J') = (^Cß'f ), 
femer für ß* als Strahlenmittelpunkt 

(Aß€(r) = (|>?'^'C) = (COTTO = {ADA'^') = {CBÄ^), 
endlich für C als Strahlenmittelpunkt 

{ACef) = {t€lfA') = {AD^'A') = {BC^A') = {BDgp'). 

Ist nun eins dieser Doppel Verhältnisse {von denen nur neun 
als verschiedene aufzuzählen sind) , wie (AB€Cf) ein harmonisches, 
80 sind es, wie leicht zu übersehen, auch alle. 

§.61. 
Erklärungen. Nach dem Vorgange von Carnot und 
Steiner (s. Systemat. Entwickelang geom. Gestalten §. 19) unter- 
scheidet man einfache and vollständige Figuren, Vielseite 
and Vielecke. Der Unterschied dieser Begriffe wird sich leicht 
aus folgenden Erklärungen herausheben lassen. 
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1) Vollstäpdiges Vierseit lieisst das System vonirgend 
vier Graden oder Seiten a,b,c,d; dasselbe liat sechs Durch- 
schnitte oder Ecken, in welchen sich je zwei dieser Graden schnei- 
den, nämlich a'b, oder kürzer ab, ac, ad, bc, bd, cd, und von denen 
je zwei, welche keine Seite mit einander gemein haben, einander 
gegenüberliegen, nämlicb ab und cd, ac und bd, ad und bc; es bat 
demnach auch drei «Diagonalen, deren jede zwei gegenüberliegende 
Eckpunkte verbindet, und welche mit ab— cd, bc—ad, ac—bd be- 
zeichnet werden können. 

2) Vollständiges Viereck heisst das System von vier be- 
liebigen Punkten oder Ecken A, B, €, ß; dasselbe bat 6 Grade 
oder Seiten, welche durch je zwei dieser Ecken gelegt sind, näm- 
lich JB, AC, AD, BC, BD, CD, und von denen je zwei, die keinen 
Eckpunkt mit einander gemein haben, einander g'egenüb erliegen, 
nämlich AB und CD, AC und BD, 4D und BC\ es bat demnach auch 
drei Durchschnitte gegenüberliegender Seiten, die mit AB- CD, 
AC'BD, ^i) 'SC bezeichnet werden können. 

Das vollständige Vierseit kat drei einfache Vierseite; 
von den sechs Ecken lassen sieb nämlich dreimal vier in einem zu- 
sammenhängenden Zuge verbinden, welcher mit den vier Seiten zu- 
sammenfällt, nämlich 

ab~bc~cd~da oder kürzer bezeichnet abcda, 
ac—cd-db~-ba „ „ „ acdba, 

ad-db~bc~ca „ „ „ adbca. 

In den abgekürzten Ausdrücken hat man von jeder Seite die 
Strecke zu nehmen, welche zwischen den Durchschnitten der Seite 
mit der im Ausdrucke vorhergehenden und der nachfolgenden ent- 
halten ist. — Jeder dieser genannten Züge stellt ein einfaches 
Vierseit vor. 

Desgleichen enthält das vollständige Viereck drei einfache 
Vierecke; von den sechs Seiten lassen sich nämlich dreimal vier 
zu einem zusammenhängenden Zuge verbinden , welcher gleich- 
massig durch die vier Ecken hindurchgeht, nämlich 
AB-BC- CD ■ DA oder kürzer und wie gewöhnlich bezeichnet ABCDA 
AC- Cp-DB.BA „ „ „ „ „ „ ACDBA, 

AD- DB -BC- CA „ „ „ „ „ „ AßBCA. 

Jeder dieser Züge stellt ein einfaches Viereck vor. 

Ein einfach es Vier eck ist auch zugleich ein einfaches Vierseit^ 
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sowie überhaupt ein einfacbes nEck auch zugleich ein einfaches 
« Seit ist. Ergänzt man jedoch ein und dasselbe einfache Viereck 
oder Vierseit einmal zu einem vollständigen Viereck nnd dann zn 
einem vollständigen Vierseit, so bekommt man zwei verschiedene 
Figuren, die nur bezüglich des ursprünglichen Vierecks oder Vier- 
seits übereinstimmen. Dasselbe gilt auch für das voUständige n Eck 
und nSeit. 

Allgemein hei s st ein vollständiges nSeit jedes System von 
n Graden oder Seiten; dasselbe hat ^n. (n — l) Durchschnitte 
oder Ecken, in denen sich je zwei Seiten schneiden, welche wie- 
der durch — — - — — Diagonalen mit einander ver- 
bunden werdenkßnnen; es besteht aus 3,4,, (n — I) einfachen« Seiten. 

Desgleichen heisst ein vollständiges nEck jedes System von 
n Punkten oder Ecken; dasselbe hat 4n.(n — I) Grade oder 
Seiten, welche durch je zwei Ecken gezogen sind, nnd diese 

durchschneiden sich wieder in —^ ~ — = Durch- 

3.4 

Bchnittspunkten ; es besteht aus 3.4... (n — l) einfachen »Ecken. 

Denn in dem vollstSndigen nSeit wird jede der «Seiten von 
den übrigen (n — I) in (n — l) Punkten geschnitten, dies gäbe 
n . (n — l) Durchschnitte , wenn dabei nicht jeder doppelt gezählt 
worden wäre. Ebenso kann man im vollständigen «Eck jede det 
■ nEcken mit den Übrigen (n — l) durch (n — I) Gtade verbinden, 
wobei aber wieder jede Grade doppelt vorkommt. 

Die }[n(n — I) Ecken des vollständigen nSeits Hessen sich fer- 
ner durch -^^^^^^^^J^J^^^^^^^^ Grade verbinden, wenn 

nicht jede Ecke mit hoch (« — 2) anderen in einer der «Seiten des 
vollständigen f) Sei ts lagen; es können also von jedem Punkte nach 
n — 2 andern Punkten keine Grade gezogen werden, wenn von den 
neuen Graden nicht eine mit irgend einer Seite des nSeJts zusam- 
menfallen soll; man hat somit nor 



Ebenso würden sich die \n{n — ]) Seiten des vollständigen 
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nEckain^ — ^^ -- '' ■ ^ Punkten dnrcliscliaeiden, 

wenn nicht jede Seite mit noch (ff — 3) anderen in einer der nGcken 
des TollstSudigen nEcka znsammentrfife , es müssen alao in jeder 
8eite (n — 3) Punkte weniger angenommen werden, wenn von den 
neuen Punkten nicht einer mit irgend einer Ecke des nEcks zu- 
sammenfallen soll; somit giebt es nur 



t.fr—') [{»('— 1)- '] 

_ ,.(„_!) („_a)(„_3) 



-J.(»-I)(»-S) 
Durchschnittepunkte. 



Um ein einfaches nSeit zu bilden, geht man von der ersten 
Seite 2ur zweiten, von dieser zur dritten n. s. w. in einem znsammen- 
hSngendeii Zuge fort, bis man über der letzten wieder zur ersten 
kommt. Da nun jede Seite die erste sein kann, und jede andere 
wieder unabhängig von dieser die zweite, dritte etc., so wäre die 
Anzahl der einfachen nSeite gleich der Permutationszahl von n 
Elementen, d. i. 1 . 2 . 3 . 4 . . . n , wenn nicht 

l) je n einfache Vielaeite , in welchen die Ordnung der auf- 
einander folgenden Seiten dieselbe nnd nur die Anfangsseite ver- 
schieden ist, identisch wSren; z, B. bei 6 Seiten a, b, c, d, e, f, 
abcdefa, bcdefab, cdefabc, defabcd, efabcde, fabcdef; 

3) je 3 Vielseite, in welchen die Ordnung der aufeinander fol- 
gendenSeiten die entgegengesetzteist, zusammenfielen, z.B. abcdefa 
und afedcba. 

Daher ist die Anzahl der verschiedenen einfachen n Seite 
=:3.4.&...(n — t). 

Ebenso ISsst sich nachweisen , dass die Anzahl der einfachen 
nEcke eines vollständigen nEcks * 

= 3.4.Ö...(n — ]) ist. 

§. 62. 
Anderer Ausdruck des Satzes in §. 60. Die Figur ea 
^ kann man sowohl als ein vollständiges Vierseit wie auch als voll- 
ständiges Viereck auffassen. Sind AB, BC , CD, DA die vier Sei- 
ten des Vierseits, so sind A, ß, C, D, A', C dessen Ecken und AC, 
BD, A'C die Diagonalen; jede dieser Diagonalen wird von denbei- 
den andern harmonisch getheilt. Sind dagegen A, S, C, D 
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die vier Ecken dea Vierecks, so sind AB^ BC, CD, DJ, AC, BD die 
sechs Seiten , von denen je zwei gegenüberliegende sich in A', W , C 
schneiden ; die Verbihdungflgraden ÄS , B'C, CA werden durch 
je zwei gegenüberliegende Seiten des Vierecks ebenfalls baimoniach 
getheilt. 
Daher: 

1) Legt nandnrch die gegenüberliegenden Ecken 
des vollständigen Vierseits die drei Diagonalen, so 
liegen in jeder vier harmonische Funkte, wobei jedes- 
mal die zwei Ecken des Vierseits und die Durch- 
schnittspunkte der Diagonale mit den beiden andern 
zugeordnete Paare bilden. 

2) Verbindet man die Durchschnitts- (Diagonal-) 
PunktegegenfiberliegenderSeiteneinesvollständigen 
Vierecks durch Grade, so ist jeder dieser Durch- 
schnitt spunkteMittelpunkt eines harmonischen St rah- 
lenbüBchels, indem jedesmal zwei Seiten des Vierecks, 
sowie die Verbindungsgraden mit den beiden andern 
Diagonalpunkten zugeordnete Strahlen bilden. 

Diese beiden Sütze begründen unmittelbar die Lösung folgen- 
der beiden Aufgaben (vermittels des Lineals allein). 



.63. 



Construction eines vierten harmonischen Punktes 
oder Strahles. 

Aufgaben. ]) Zu drei gegebenen Punkten A,B, C einerGra- 
den den vierten harmonischen D zu bestimmen. 



3) Zu drei gegebenen Graden 
a, b, c eines Büschels die vierte 
Harmonikale d zu ziehen. 

Auflösung. 1) Sind ^ und 
B (Fig. 32), sowie <7 und der ge- 
suchte vierte Punkt einander zuge- 
ordnet, so betrachte man AB als 
Diagonale eines Vierseits, dessen 
zweite Diagonale durch C geht and 
dessen dritte Diagonale daher dTe 



Fig. 32. 
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erste in dem gesuchten Punkte D schneiden mnss. Zu dem Ende 
lege man dnrch C eine beliebige Grade , nelime in derselben ii^end 
zwei Fnnkte^nnd £'an und verbinde dieselben mit ^und B durch 
die Graden A4, Äff, BÄ, BB' , welche sich in noch zwei Punkten 
C und D' schneiden; die Verbindnngsgrade CD' trifft dann die 
AB in dem gesuchten hannonischen Punkte J>. 

2) Sind a und h (Fig. 32), sowie c nud die geförderte Harmo- 
Pig. 32. ■ nikale einander zugeordnet , so 

b' nehme man auf c einen beliebigen 

Punkt Ä an , lege durch denselben 
zwei beliebige Grade, welche a in 
A und C, 6 in fl' und B schneiden 
und ziehe die Graden AB, CD', 

- welche sich in D treffen; legt man 
>i dann dnrch den Strahlenmittelpunkt 

B' und durch D eine Grade ff, so 
ist diese die vierte Hannonikale. 
Anmerkung. Die Lösnngen der Aufgaben in 55 und 56 
können leicht als Specialisirungen der vorstehenden angesehen 




§.64. 

Aufgaben. 1) Gegeben drei Grad« a, b, c und ein Punkt 
D ; es soll eine Grade e durch D gelegt werden," so dass die Durch- 
Bchnittepunkte e-a, e-b , e'c derselben mit den gegebenen Graden 
und der Punkt D vier harmonische Punkte sind. - 

2) Gegeben drei Punkte A, B, C und eine Grade d, es soll in 
letzterer ein Punkt E gefunden werden, so dass die von demselben 
nach den drei gegebenen Punkten gezogenen Graden EA , EB, EC, 
und die Grade d ein harmonisches Strahlenbüschel bilden, 

Auflösung zu l). Man lege durch Bund denDurchschnitts- 
punkt a'b eine Grade d, suche zu a, b, d den vierten harmonischen 
Strahl d, und ziehe nach den Durchs cbnittspunkt d,'c oder C von 
D aus eine Grade e, so wird diese von a, b, c in drei Punkten 
A, B, C geschnitten, zu welchen D der vierte harmonische ist, 

Auflösung zu 2). Man bestimme den Durchschnittspunkt 
D von d und AB, suche zu A, B, D den vierten harmonischen Punkt 
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J/ und bestimme den Durch scbnittsp unkt E der Graden CD' und d, 
so ist dieser der Strahl eumittelpnnkt für die Harmonikaten EA, EB, 
EC und d. 

Jede der beiden Auflösungen Usst zunäcbst drei Losungen 
zu, je nachdem man in der ersten die Grade d nach den Punkten 
a'6, oder 6'c, oder C'a zieht nnd in der zweiten den Durchschnitts - 
pnnkt-von d mit AB oder fiC, oder CA bestimmt. In jedem dieser 
Fälleftiami man wieder einerseits a und b, öder a und d oder b und 
d als ÄgeoEdnete Strahlen , andererseits A und B , oder A und D, 
Bj'and D als zugeordnete harmonische Punkte nehmen. 
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Viertes Capitel. 

Von den Involutionen. 



§. 65. 
ErklMrang. Wenn drei Punkte A, B, C einer Graden 
einzeln drei an detn^,ff',C derselben Graden sozngeord- 
net sind, dass ein Doppelverhältniss zwischen vieren 
dieser seehsPunkte, wie(.iBCC')deiö DoppelverhältniBS 
(^B'C'C) der den vier ersten angeordneten P.nnkte 
gleich ist, so sagt man (nach D^sai^es), dass die sechs 
Punkte der Graden (die drei Paare von Punkten J, A", B, B', 
C,^)Bine Involution bilden, oder in Involution stehen. 
/■*tf. Lehrsatz. Ist bei dreiPaaren von Punkten^^ nndA', Sund 
B', Cund C das DoppelverhSltnlss von irgend vieren dieser sechs 
Punkte z. B. {ABCC) dem der vier zugeordneten {^B'C'C) gleich, 
so gilt dieses anch für je zwei andere Doppelverbältnisae , welche 
zwischen vier andern Funkten und den vier zugeordneten anfge- 
stellt werden können. 
Beweis, l) Ist 

{JBCC) = i^B'C'C), so ist auch nach §.27 
i4CC-B) = (A-CCB-), 
oder 

AC AB __ AC Ätf 
CC BC~ CC ' B'C ' 
Setzt man AA oder Bö' für CC ein, so bleibt die Gleichheit 
der Yerhältnissquotienten noch besteben und man hat 
^ AB^AC^ A^ 
Aa' SC~ AA' B'C^ 

'^ AC ' BC~ AC ■ B'C ' 
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d.i. (AC^B) = (^C'JB-), 

mitbin aacb nach §. 37 

(BCA^) = (B'CA'A). 

Ebenso findet man durch Eiasetaen von B£' filr CC 
{CABB') = {(fA'B'B). 

Offenbar aind hiermit die Falle erschöpft, welche bei einer 
Yertanschang derPnnktepaare, (oder der Bnchstaben abgesehen 
von den Accenten) aufgestellt werden köunen. 

3) Wird in einem Doppel verbal tniss ein Funkt mit seinem zu- 
geordneten vertauscht, so bleibt die Gleichheit der Doppelver- 
hältnisse ebenfalls bestehen. Denn aus {ABCC) = (A'B'CC) folgt 



und nach §. 30 

{CC'AB') __ 

Iucba:)~ '' 
d. i. (ab'cC) = i^sac). 

Ebenso ergiebt sich 
aus {BCJ^) = (B'C'yfA) 

{BCA^)=\b^CÄA); 
und aus {CABB') = {CÄB'B) 

{CA'BB-) = {C-AB-B). 



§. 67: 
Vier andere die Involution beaeichnende Gleich- 
ungen. I) Sind die Punktepaare A und ^, B und B', Cund C in 
Involution, so folgt aus (AA'BC) = (A'AB'C) nach §. 37 

{ABCA!) = {Ä^CA), 
oder in gewöhnlicher Form 

AC^ AA' _ÄC ÄA 
CB' Ä B~ G K' Ag' 
Dividirt man aus dieser Gleichung AÄ heraus und zieht alle 
Verhältnisse auf eine Seite der Gleichung, so erhält man 

*) CB' ÄC Sa 

In gleicher Weise e^ebt sich aus [BSCÄ) = [ffBCÄ) und 
aus {CCAB) = {CCÄS) 

WitiKhtl, neuira Gtonutiie, 6 
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"' -öbJSTa=-^- 

Endlicli erhält man aui der nach §. 66, 3. gefolgerten Gleich- 
heit der DoppelTerhältnisae {CXbC) = {(fAB'C) anf demselben 
Wege 

„ A(f BÄ CS 

Dasselbe Kesnltat bekommt m&n aacb ans 

{Ä^CÄ) = {ÄBC'Ä) und {BC'AB^ = {^CÄB). 
2) Umgekebrt kann jeder der unter a) . . . d) aufgestellten Aus- 
drücke in ein Product und nach §,27 in die Gleichheit zweier Dop- 
pelverhältnis sc umgeformt werden , drückt also selbstständig und 
zureichend ans , dass die drei Punktepaare Ä und A', B und ff, 
C und C in Involution sind. Denn es ist allgemein 

A(f Bj_ Cff__(^ ^'^\(^ '^^\ 
C^' ÄC' WÄ~ \C'B' 7ä)\a'c' Wä) 
=z — (ABC'A') (ACA'ff). 
Ist also das Product der drei ersteren Verhältnisse = — I, so 
ist auch dasProdnct der beiden Doppelverhältnisse :^-|- 1, folglich 
nacb§.27.n. 

{ABC'A') = {A'B'CA), 
4. h. das Doppelverhältniss von vier Punkten ist gleich dem der 
vier zugeordneten Punkte oder die drei Punktepaare stehen in In- 
volution (§. 63), 

Ebenso läsat sich jeder der übrigen unter a) — d) aufgestellten 
Ausdrücke in ein Product zweier reciproker oder in zwei gleiche 
Doppel Verhältnisse zwischen zugeordneten Punkten auflösen. 



ZweiteDefinition und aymboHschei Ausdruck füi 
die Involution zwischen sechs Punkten einer Graden 
Dreieckschnittsverhältniaae. Werden die drei Seiten AB, 
SC, CA eines Dreiecks in den Punkten C', A', S geschnitten, 
bei diese Punkte sowohl in den Seiten selbst, als in deren Yer- 
längerungen liegen köanen, so nennt Herr Möbius (baryc, Calcul 
S. 298) das Product der Verhältnisse , nach welchen die Dreiecks- 
seiten in den drei Punkten geschnitten werden, nämlich 
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JC' BÄ CBT _ 

einDreieekaclinittsverliSitnisB. 

In dem besondem Talle, dass die drei Seiten des Dreiecks in 
Eine Grade falleo , also aovoM die Ecken als aach. die Schuitt- 
pnnkte der Seiten in derselben Graden liegen , kann man gich vor- 
stellen, dass drei aneinander stossende Abschnitte oder Strecken 
AB, BC, CA einer Graden getheilt werden resp. in den Punkten C, 
ä', ^ und man kann das Froduct der Verhältnisse, nach welchen 
die Strecken getheilt sind, oder 

äC BÄ Cg'_ 

CB' A'C eA~ 

ebenfalls (nach Mßbius) das Dreieckschnittsverhältniss 

(Drillingsverhältniss, Tripelverhältniss ) der sechs Punkte 

Ä, B, C, C, Ä, ^ nennen. 

Jedes Dreieckschnittsverhältniss zwischen sechsPunkten einer 
Graden kann nun auf mehrfache Weise durch das negative Pro- 
duct oder Verhältniss zweier Doppel Verhältnisse wiedergegeben 
werben. Denn man hat, wie schon oben gezeigt worden ist, 
AC' BA ^„i^Z-^C' BÄ\(AÄ C^ 

Wb' Tc' Sa~ Vc^' 'ÄI)\Ic' ^a) 

= —{ABC'A') {ACA'Ff) 
_ {ABC'A') 
~ \a'0€A-) 
Dasselbe Dreieckschnittsverhältniss kann man aber auch 
schreiben 

BÄ CS ^ CS AC B£ 

Ä^- Sa- €'b'"^^^WÄ'c^- jtC 

schiebt man hierin auf dieselbe Weise, wie A'A in dem erstgenann- 
ten Ausdrucke , in den aweiten SB , in den dritten C'C ein , so er- 
hält man die gleichbedeutenden Prodncte oder Verhältnisse 

-iCMC-)(,CBCU) = -<0Q^. 

Die Form und Zusammensetzung der Verhältnisse oder Quo- 
tienten der Doppel Verhältnisse prägt sich dabei dem Gedächtnisse 
besser ein. 

Das Dreiekschnittsverhältniss zwischen sechs Punkten einer 
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Graden läBst sich' ferner als eine .Ervettenmg des Doppelverhält- 
niases zwiechen vier Punktett einer Graden oder letzteres nach dem- 
selben Princip der Bildung wie ersteres auffassen. Schreibt man 
nämlich das Doppelrerh&ltniss {ABCC) in folgender Form 

AC_ BC 

CB' C^' 
80 stellt dasselbe das Product der beiden Verhältnisse dar, nach 
welchen die Strecken AB und BA resp. in den Punkten C, C' ge- 
schnitten sind, und man könnte füglich das Doppel verhältniss als 
ein Zw eieckscbnitts Verhältnis 8 bezeichnen. (Möbius batyc. Galc. 
S.299.) 

Nach Analogie in der Bezeichnung der Doppel Verhältnisse 
mag auch für das DreieckschnittsverhSltniss 

aC r/ cy 
c^' Ic' Wa 

der symbolische Ausdruck 

[ABC, C'AB') 
eingeführt werden, welcher so zu verstehen und zu übersetzen ist, 
dass die drei ersten Buchstaben A, B, C (die erste Temion) dessel 
ben die drei Punkte bezeichnen, welche als Endpunkte der getheil- 
ten Strecken aufzufassen sind — wobei die Strecken durch die cy- 
clische Aufeinanderfolge der drei Buchstaben A, B, C als 

AB, BC, CA 
bestimmt werden — während die drei letzten Buchstaben (die zweite 
■Temion) C, Ä, ff der Reihe nach die Schnittpunkte der durch die 
erste Temion bestimmten Abschnitte AB, BC, CA bedeuten; so dass 
also AB in die Abschnitte AC' und C'B, BC in BA' und AC xmiCA 
in Cff und ffA getheilt ist, aus welchen Abschnitten das Product 
der Verhältnisse 

AC^ BÄ CEf 

C'B ' Ic' B'A 
oder die gewBhnliche Fonn des Dreieckschnittsverhältnisses herge- 
stellt wird. 

Zur bequemen und schnellen Uebertragung des Ausdrucks 
[ABC, C AB') in den andern bemerke man , dass aus der ersten 
Ternion ABC das Schema 
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zn bilden ist, welches man durch die Buchstaben C', Ä, ^ der zwei- 
ten Ternion in derselben Keiheufolge genommen auszufüllen hat. 
Ebenso bildet mau für das Dreiecks chuittaverhältniBs {/ÜC, C' AB) 
das Schema 

Ä ^ C 
~S' C A 
und füllt dasselbe durch C, Ä, B ans, wodurch man 
AC ^Ä CB_ 
C'^ ■ HC ■ BA 
erhält. In demselben sind A, ^, C als Endpunkte der Strecken 
. Alf, l(C, CA und C, ^, B resp. als Schnittpunkte der letzteren an- 
zusehen. 

Es ist mit Hülfe der eben gezeigten Uebertragung leicht zu 
übersehen, dass die Ausdrucke 

{ABC, C'Ä^), 

{BCA, A'B'C'), 

{CAB, B'C'A) 

dasselbe Dreieckschnittsverhältniss andeuten ; denn jedes stellt das 

Produet der Verhältniase 

AC B^ C^ 

c^' 'Tc' WÄ 

nur in verwechselter Keihenfolge dar. Versetzt man also in dem 
symbolischen Ausdrucke eines Dreieckschnittsverhältnisses die 
Buchstaben joder Ternion für sich und auf gleiche Weise ohne den 
Sinn oder die Richtung ihrer cjclischen Aufeinanderfolge zu ver- 
ändern, so bleibt derWerth des DreieckschnittsverhSltnisses derselbe. 
Da femer 

AC' BÄ CS^__SC^ ÄB^ CA 
CB' JC B'A~CA' ' BC'IF 
oder {ABC,C'A0) = {n'AC',CBÄ) 

ist, so kann man auch ohne den Werth eines Dreieckschnittsvei- 
hältnisses zu ändern die Keihenfolge aller sechs Bachstaben seines 
symbolischen Ausdrucks in die entgegengesetzte verwandeln. In 
Verbindung mit der vorhergehenden Bemerkung ergiebt sich hier- 
ans, dass folgende 6 Ausdrücke 

{ABC, CÄS), {BCA, ÄSC), {CAB, ^CA), 
{ÄCg, BAC), {gÄC, CBÄ), {C SA, AGB) 
ein und dasselbe Dreieckschnittsverhältniss bedeuten. 
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Hau kann somit in demsymbolischenAusdrucke eines Dreieck- 
BchnittsTerlLältuisses jeden der seclis finchstaben zum Anfangsbuch- 
staben machen (vei^I. §. 27 I.)- Die Schneideponkte kann man, 
wie die drei letzten Ausdrücke zeigen , als die Endpnnkte der 
Strecken ÄC, (f^, SA und die frühem Endpunkte in der Reihen- 
folge B,Ä,Cti!a die Scbneidepunkte dieser Strecken ansehen. 

Endlich sei noch bemerkt, dass der symbolische Ausdruck 
{^ABC, C'Ä^ leicht In das oben angeführte negative VethSltniss 
zweier Doppelverhältnisse nmgesetzt werden kann. Man bilde 
nämlich ans der ersten Terüion das Schema 
{AB 

CA)' 
indem man den ersten Buchstaben^ zweimal, als oberen ersten und 
als untern letzen setzt, wie es die cyclische Aufeinanderfolge der 
Buchstaben andeutet, und fülle dasselbe durch die Buchstaben der 
zweiten Temion nach dem Schema 

CA) 
(7W — ' 
aus, in welchem ebenfalls die cyeliacbe Reihenfolge beibehalten 
aber der mittlere Buchstabe A zweimal gesetzt worden ist. Dem 
verrollständigten Ausdrucke ist dann noch das Zeichen ( — ) votzu- 
setzen. Man erhSlt somit die identischen Ausdrücke 

(-^^■^■^^)=-^*- 

{BCJ, ÄSC) = — 

Daraus ist leicht noch abzunehmen, dass umgekehrt das Ver- 
haitniss oder der Quotient zweier Doppelverhältnisse in emDreieck- 
schuittsverbältnies abergeht, wenn in den symbolischen Ausdrücken 
der Doppelverhältnisse der erste und letzte Buchstabe des einen 
mit dem letzten nnd ersten des andern identisch ist, oder wenn man 
nach §. 27 die Ausdrücke derselben ohne den Werth des Verhält- 
nisses zu ändern in diese Formen bringen kann. So giebt z. B. 
(ABCC) _ (BAC'C) 
{FCBI) ~ {CS AB) 
die Fonnon 



{BCA'S) 

{SC AB) ' 
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BÄ , C'C 

—iB "■' CS—' 
folglich 

{ÄBCC) : (ffCB^) = — (BA^, C'CB). 

Alle die für das Dreieck schnittsverliältiiiss im Allgemeinen 
gemachten Bemerkungen gelten natürlich auch fiir den besondem 
Fall, dass der Werth desselben == — 1 ist, d. h. venn die drei 
Paare vonPmikten A und A,B und S, C und C in Involution Bind. 
(§.66a-d.) 

Sowie also das allgemeine Doppelverhältniss zwischen vier 
Punkten einer Graden in das harmonische Verhältniss übergeht, 
wenn der Werth desselben dernegativen lUnheit gleich wird, ebenso 
kann das inrolntoriache Verhältniss zwischen 6 Funk- 
ten einer Graden als dasjenige Dreiekschnitts Verhält- 
nis s, dessenWerthdernegativenEinheit gleichkommt, 
bezeichnet werden, und es drückt demnach die symbolische 
Gleichung 

{ABC,C'ÄS) = —l 
das involutorische Verhalten von drei Paaren zugeordneter Punkte 
A und A, B und ff, C nnd C" aus. 



Znsammenstellung der bisherigen Involntions- 
gleichnngen. Ans §. 67 und mit Beiticksichtigung der eben fest- 
gestellten aymboHschen Bezeichnungen ergiebt sich, dass, wenn 
drei Paare von Punkten A und A", B und ff, C und C in Involution 
sind, folgende sieben Gleichungen gelten und dass umgekehrt jede 
dieser Gleichungen die Involution in zureichender Weise bestimmt 
und die übrigen sechs Gleichungen involvirt : 

! {AÄBC) _ j AÄffC) _ 
{AAffC-)~{AABC-)~ ' 
{BffCjt) _{BffC'J)_ 
(ffBCA) (ffBCA') 
(CC'AB) _ (CC'AB) _ 
, {C'CA'ff)^{C:CAff) 

( {ABC, C'AB")= — l, 

■ \ \äBC, CfAff') = — l, 

^ \{AffC,C'ÄB) = — -\, 

\ {ABC', CA ff) = — 1. 
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Die drei letzten AnadrScke unter B) ergeben sich ans der 
ersten durch Vertaiischnng der Punkte A, S, C mit ihren zngeord- 
neten ^, £', C und entsprechen den Gleichungen h), a), c) in §. 67, 
während der erste der sjinbolische für d) ist. 

§. 70. 

Noch andere die Involution bezeichnende Aus- 
drücke. !) Insofern die Involution von sechs Funkten einer Gra- 
den auf der Gleichheit zweier Doppelrerhältnisse zwischen je vier 
entsprechenden Funkten beruht, kann dieselbe noch auf verschie- 
dene andere Weisen ausgedruckt werden , wenn man von den bei- 
den gleichen Doppel Verhältnissen das eine in den compIementXren 
Ausdruck verwandelt (§. 37 III.). So erj^ebt sich ans der ersten 
Gleichung unter ^, d. i. aus 

{ÄÄBC) = {JAffC) 

ljJBO + iA'S'AC')=l, 
oder 



C) 



^B.AC 'ÄW~7c 
Nimmt man von dem ersteren der beiden gleichen Doppelver- 
hältnisse das complementäre, so kommt 

{^AB'C')-i^iAB^C) = l 
oder 

^. ^B" . AC' AA.BC 

^^ ab^.av'^1F7äc=^- 

Ebenso können die übrigen 5 Gleichungen unter A) umgeformt 

3) Desgleichen erhält man aus den Gleichungen B) , nachdem 
man sie in Doppelverhältnisse umgeformt bat, noch andere fijr die 
Involution charakteristische Ausdriieke. 8o giebt z. B. die vierte 
{ABC',C^ff) = —l, 
IaBC^) = {^KC'A), 
aüthin (ABC^) -f {ÄC'Sä^ = l, 

oder 

rf» j'j ^B-AC , ^B'.AC 

Nimmt man dagegen vom ersten der beiden gleichen Doppel- 
verhaitnisse das complementäre, wodurch man 
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erhält, so ergiebt sich 

i» ^='-sc- + -jnr- 

3) Die GleichimgenB) geben noch mehrere andere, den Gleich- 
ungen D) analoge Ausdrücke der InTolntion. So folgt z, B. aus der 
eisten Gleichung unter B), oder aus 

A(f.B^.Cff = — C'B.ÄC.^A, 
venu man in derselben 

CA + Aff für Cfi', ÄB + BCiykr ÄC 
einsetzt und dann durch A^ . Bi dividirt: 

•''^©+')=-'''-'('+S'™"''° 

iC. Aü 
AS 
Ebenso erhält man durch Einsetzen von 

AB^-BC für Äff und SC-^ CA für B A: 

-) --^-^ + ^. 

und durch Einsetzen von 

BC + cy für BÄ, CA + AB für CB : 
T"\ CJ-Cg- AB. AB' 

In Uhnlicher Weise ergeben sich noch Ausdrücke von dersel- 
ben Form für AB', AB, AB', BC . . . etc. aus den übrigen Gleich- 
ungen unter B). 

§•71. 
Lagenverhältnisse vondrei involntorischenPunkte- 
paaren. Die gegenseitige Lage von drei in Involution stehenden 
Paaren zugeordneter Funkte A und A", B und B", C und C kann im 
Allgemeinen sehr mannigfaltig sein; doch Iftsst sich in Betracht, 
dass die Involution die Gleichungen A) §. 69 bedingt, und mit Be- 
rücksichtigung dessen, was §. 26 über die gegenseitige Lage der 
vier Punkte eines Doppel Verhältnisses und den Werth desselben 
bemerkt vorden ist, Folgendes festsetzen. 

Liegen bezüglich derStrecke.^^'diePunkte-B undfi' gleich- 
artig, d.h. sind dieselben entweder beide innere, oder beide 
Kusseie der Strecke Ajt (liegt von den Strecken X/, BB" die eine 
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entweder ganz innerliKlb oder ganz ansaerhalb der andern) ; so sind 

die VeihältniBse -^-; , -^r-^ einstimmig (beide zugleich entweder 

positiv oder negaÜT). Hierana und aus der Bedingungsgleichimg 
fßr die Involution 

geht hervor , dass auch die Verbältnisse -— , , -rp~r einatimmig, 

oder dass auch die Punkte Cand C' bezüglich der Strecke ^^gleich- 
artig aind. Weil ferner! 

(BB'CJ) _ 

Ib'£C-A)~ ' 

und die Verhfiltnlsse — ^, y^ einstimmig sind nach derselben 
Voran SB etzon g , dass A und ^ bezttglieh der Strecke S^ gleich- 
artige Punkte sind; so müssen die Verhältnisse -^, -p-=^ eben- 
falls einstimmig, also die Punkte C und C beztiglich der Strecke 
BB" gleichartig sein. 

Ist also von drei in Involution stehenden Paaren 
zugeordneter Punkte eines derselben gleichartig be- 
ztiglich der Strecke zwischen zwei andern zugeord- 
neten Punkten, so iat jedes Paar gleichartig beztiglich 
jeder der beiden andernStrecken zugeordnet er Punkte. 

Auf dieselbe Weise ei^iebt sich, dass wenn irgend ein 
Paar zugeordneter Punkte ungleichartig bezüglich 
der Strecke eines andern Paares ist, dasselbe auch der* 
Fall ist mit jedem Paare bezüglich jeder Strecke 
zwischen zwei zugeordneten Punkten. 

In letzterem Falle liegen die Strecken Ajt, BB^, CC' zwischen 
angeordneten Punkten tbeilweise aufeinander oder, wie man 
auch sagt, greifen ineinander ein, bilden also beispielsweise 
die Reihenfolge ABCA'S'C'. 

§.72. 

Involution zwischen mehr als drei Pnnktepaaren 
einer Graden. Sind drei Punktepaare A und ^, B und B', C 
und C' in Involution und ist auch ein viertes Paar D und D' mit A 
und ^, B und ff in Involution, so ist dasselbe auch mit C und C 
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nnd jedem der beiden ersten Paare in Involntioti. Denn nach der 
YoraaBsetzmig ist 

{A^BC) = {ÄAB'C') 
und ■ \aä'BD)={j:AB'D-), 

woraus unmittelbar nach §. 31 folgt 

{AÄCJ))={/AC'D-), 
d. h. die Pmiktenpaare Ä tind Ä, C and C, D und ff sind in In- 
Tolntion. 

Offenbar ISsst sicH der Satz auch auf ein fünftes nnd noch 
weiteres Paar zugeordneter Punkte ansdebnen , so dass im Allge- 
meinen der Lehrsatz gilt : 

Hat man auf einer Graden mehrere Pnnktepaare, 
von denen zwei mit jedem der andern Paare eine Invo- 
lution bilden, so stehen auch jede beliebige drei dieser 
Paare unter sich in Involution. 

§. 73. 

' Centralpnnkt der Involution. Die Gleichungen in §. 69 
geben zu erkennen, dass von sechs Punkten in Involution jeder 
derselben durch die fUnf andern bestimmt ist. Unter Umständen, 
die näher erörtert werden sollen , kann nun der durch die fünf 
übrigen bestimmte sechste Funkt besondere oder singuläreLage er- 
halten, wofdr zwei Fälle besonders hervorzuheben sind. 

I. Nimmt man an, dasa von den drei involutoriscben Pnnkte- 
paaren A nnd .i, B und ff , C und C' der Punkt C der unendlich 
ferne Punkt der Graden ist, in welchem Falle sein zugeordneter C 
der Centralpunkt genannt wird und mit bezeichnet werden 
mag, so vereinfachen sich die Gleichungen der Involution in §.69 
auf folgende 

1 OA _^AB .Äff 

\ Ö7~ 



B*) 



1 


öl Üb . ^B 




J 


OB BÄ. BÄ 




J 


OB' B'A . B'Ä 




1 


OÄ,OÄ 


= 0B. 


OB' 


0^ 


BÄ 


OA 

oS = 


BA 
TW 


OB 


»Ä 

~ AB ' 


OA 
0B~ 


Sa 
Tb- 
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Denn jedes der iu §. 69 unter Ä) anfgeftthrten Doppelverhält- 
nisse, welclies den unendlicli fernen Punit C enthält, wird auf ein 
einfaches Verhältniss, und jedes der unter B) aufg e stellten Dreieck - 
schnittsrerhältnisse wird auf ein Product zweier einfachen Verhält- 
nisse, dessen Werth ^= + I ist, zurückgeführt (§. 2fi und 40). 

Dass von jeder dieser Gleichungen auch rückwärts auf die In- 
volution der Punkte Ä and Ä, B und B", O zn schlieaaen ist, erhellt 
schon aus der Art und Weise , wie sich die Gleichungen Ä) tmd B) 
in §. 69 durch Voranssetzung eines unendlich fernen Punktes C auf 
die Gleichungen A*) und B*} vereinfacht haben, sowie daraus , daas 
durch Einführung eines unendlich fersen Punktes jedes einfache 
Verhältniss in ein Doppel verhältniss umgesetzt werden kann. So 
folgt 8. B. aus der ersten Gleichung unter B*), welche man auch 
BÄ OB' _ 

schreiben kann, nach Einführung des unendlich fernen Punktes (f 
BA' OB' A<y __ 
ÄO' SO' aB~ 
d. i. {BOA, Äg&) , oder {ABO, O^A'B') = — 1 : 

eine Gleichung, welche die Involution der Funktepaare A und A', 
B und B", und & anzeigt. 

Desgleichen mnss gemäss der Bildungsweise der Gleichungen 
A*) und B*) aus A) und B) jede Gleichung des ersteren Systems 
sich aus irgend einer andern deäselben Systems ableiten lassen. 
So folgt z. B. aus der dritten von A*), die sich auch schreiben ISsst 
OA.OB = OS : OÄ, 
0A—OB:OB'—0A' = OA : OB' = OB : OA', 
oder 

BA^_OA _0B 

d. i. die zweite und dritte Gleichung unter B*). 
Ebenso folgt aus 

OA:OS = OB:OA' 
B'A_OA_OBr 
A'B~ OB~OA" 
d. i. die vierte und erste unter B*). 

Endlich folgt aus der dritten nnter A*) auch 
OA _ OB . OB' OB _ OA . OÄ 
'ÖJ~OÄ.OÄ' OBf~~WTW' 
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oder mit BenntznDg der eben gefundenen vier Oleichnngen 

OA AB . Ate OB _ BA . BA' 

OA' ~ AB . AB' ' Off~~WÄTW7\ 
d. i. die erste und zweite Gleichung unter A*). 

§.74. 
Lage des Centtalpunktea. Die Gleichung OA.OA 

= OB . 00 aeigt, dass der Punkt O in Bezug auf die Strecten.4X' 
unäßB" gleichartig {d. h. für beide Strecken zugleich entweder 
ein innerer oder ein äusserer) sein muss. 

Ist nun das eine Punktepaar A, A' ungleichartig bezüglich 
der Strecke B0 des andern Paares, oder greifen die Strecken in 
einander ein , eo mnss auch das Pnnktepaur 0, 0' ungleichartig be- 
ztigUch -4^' und ßß' liegen (§.7l)i und da (/immer ein äusserer Punkt 
gegen jede endliche Strecke AA' oder ßß" sein wird, so musa ein in- 
nerer für beide Strecken sein, d. h. auf dem ihnen gemeinschaftlichen 
Abschnitte liegen. 

Ist aber die eine Strecke z. B. AA' ganz innerhalb der andern 
BB' enthalten, wobei jedes Punktenpaar gleichartig bezüglich der 
Strecke des andern ist, so muss 0, damit er auch mit (/ gleich- 
artig bezüglich beider Strecken sei, ausserhalb derselben liegen. 

Ist endlich jede der Strecken AA', Bff ausserhalb der andern 
gelegen, so muss aus demselben Grunde auch ausserhalb der- 
selben und zwar auf dem zwischen ihnen befindlichen Abschnitte 
liegen, weil andernfalls keine Gleichheit der Producte OA.OA' 
und OB . OB' möglich ist. 

§. 75. 
Bedeutung des Cent ralpunktes für drei und mehrere 
involutorische Punktepaare; dritte Definition der In- 
volution. Die Gleichung 0^. 0^1'= Oß.Oß" lässt eine einfache 
geometrische Deutung und Construction zu , nach welcher daher , . 
auch zu den Punkten 0, A, A\ B leicht der fünfte ß" bestimmt wer-^,« .„,;,- ^ 
den kann. Ebenso kann zu einem sechsten C der siebente C bej/^^l^^'j."^ 
stimmt werden, für welchen man nämlich hat y,/ %'.- .- 

0A.0A'=0B .0Sf=0C.0C'. ^ ■"^'" 

Drei in solcher Beziehung stehende Punktepaare^- ^ ■ 
A und J', ß undß', C und C sind dann wieder in In- -)"-■' ' 
Tolution. 
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Denn £9 folgt aus diesenBedingangsgleichnngen nach §.69B*) 
0£'_ß^ OW _ Cß' OC' _^AC' 
OB'~ÄF' ÖC'^BC'^ äT~"cJ'' 
nnd durch Mnltiplication dieser drei Gleichungen mit einander : 
AC BA' CS _ 
C'BÄC BfA~ '' 
weiches eine die Involution von A und Ä', B und B', C und C' be- 
zeichnende Gleichung ist. 

Der Satz gilt auch umgekehrt. Denn ist(^fiC, C'A'ff) = — 1, 
so kann man erstUch zu A und A\ B und B* einen Punkt O bestim- 
men , der , dem unendlich fernen zugeordnet , mit den beiden 
Fnnktepaaren in Involution ist und fllr welchen nach §.73 OA.OX 
= OB . OS ist. Bestimmt man sodann zu 0, A, Ä,B,ß und C. 
einen siebenten Funkt C" gemäss der Relation OA . 0A'=^ OB. OB* 
= OC.OC", so ist (ABC, C"A'S) = — }. Weil aber nach der 
Voraussetzung auch {ABC, C'A'S) = — 1 ist, so mnss C" mit C' 
zusammenfallen; d. h. die drei inTolutorischen Punkte- 
paare haben nur Einen Centralpunkt. 

Hieraus ist folgende (dritte) Definition der Involution abzu- 

Drei (und mehrere) Paare von Punkten einer Graden 
sind in Involution, wenn für jedes Paar das Product 
der Abstände seiner Punkte von einem und demselben 
Punkte Oder Graden (selbstverständlich mit Berücksichtigung 
der Vorzeichen) eine constante Grösse Ist. 

Der für die Involution dieser Paare besonders ausgezeichnete 
Punkt ist auch deshalb mit dem besondern Namen des Ceatral- 
pnnktea der Involution belegt worden. 

Nach dem Vorbeigehenden ist der Centralpunkt selbst ein 
Pimkt der Involution, dessen zugeordneter der unendlich femePunkt 
der Graden Ist. 

§. 76. 

Lehreätze. Legt man durch die Punkte ^uäd A', BnuäB' 
zwei beliebige Kreise , welche sich schneiden, so geht ihre gemein- 
schaftliche Sehne durch den Centralpunkt der Punktepaare A 
und A', B und ß*. 

Denn ist C der eine Durchschnittspunkt der beiden Kreise, so 
mag die Grade OG zum zweiten Male den einen Kreis in G", den 
andern in G" ecbneiden. Demgemäss hat man 
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OG.OQ' ==:0A. OA' nnd OQ . OG" = OB,Olf 
und in Folge der Eigenscliaften des Ceutralpanktes 

OA.OÄ=OB.O^,. 
folglich OG' = OG", 

sowohl nach Gräsae als Eichtung, d. h. die Ponkte (i'und C" fallen 
zusammen, und die gemeinschaftliche Sehne der beiden etc. 

Hieraus folgt: l) Drei Kreise, welche jederdurch eins 
der involutorischen Funktepaare A und A', B nnd 5', 
Cnnd C, sowie durch einen nnd denselben beliebigen 
Funkt G der Ebene hindurchgehen, haben noch einen 
zweiten Punkt (r'mit einander gemein, nnd ihre gemein- 
schaftliche Sehne CO' geht durch den Centralpunkt der 
Involution. Der Satz gilt offenbar auch umgekehrt. 

2) FUr den Fall, dasa jedes Funktepoar ungleichartig bezüg- 
lich der Strecke eines andern Paares ist, oder dass die involutori- 
scben Abschnitte in einander eingreifen (§. 62), gehen die über 
diesen Abschnitten als Durchmessern beschriebenen 
drei Kreise durch dieselben zwei Funkte, ihre gemein- 
schaftliche Sehne geht durch den Centralpunkt der 
Involution nnd is'J: die gemeinschaftliche kürzeste 
Sehne fUr die drei Kreise. 

3) Je zwei Grade, dievon einem der gemeinachaftlichenDnrch- 
schnittspunkte der drei letztgenannten Kreise nach den Endpunk- 
ten eines involatoriachen Abschnittes oder Durchmessers gezogen 
sind, stehen auf einander senkrecht; folglich, wenn drei invo- 
Intoriscbe Abschnitte in einander eingreifen, so gieht 
es awei Funkte der Ebene, von denen aus jeder Ab- 
schnittunter einem rechten Winkel erscheint. 

Drehtsich also ein rechterWinkel um seinen Schei- 
tel, so sind die sechs Durchschnittspunkte, welche 
seine Schenkel in drei beliebigen Lagen mit einer 
festen Graden bestimmen, in Involution. 

4) In dem Falle jedoch, dass von drBi involu torischen Punkte- 
paaren ein jedes gleichartig bezüglich der Abschnitte der andern 
ist, so dass je zwei Kreise, welche diese Abschnitte zu Darchmes- 
sem haben , entweder ganz in einander oder ganz ausser einander 
liegen, ohne sich zu schneiden (g. 71), sind die vom Central- 
punkt der Involution ans gezogenen Tangenten an die 
drei Kreise von gleicher Länge. 
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ADmerkniig. Eine geniBiiiicIitftliche SeliDe der drei Kreiie ist 
in dem Tetitem Falle nicht TorbftndeQ, oder iit, wie man m logen pflegt, 
imaginltr, wird aber vertreten dorcli eine auf der Centrullinie der Kreisa 
senkrechte und, durch den Centralpankt der Involution gehende Orade (go- 
meinBchaftlichePotenEllnie, Chordale, Ol« rrtdica?),Ton welcher 
Übrigens j eder Paukt die Eigenthüudicbkeit besitst, d&ss sieh tob ilun 
ans gleiche Tangenten an die drei Kreise ziehen lassen. 

§. 77. 
BoBtimmnng des Gentralpanktes. Der erste Satz des 
vorhergehenden §. giebt ztigleich eine Coustroction des Central- 
pnnktes au. Zur Beatimmung desselben sind zwei Fanktepaare 
A und A', B and hinreichend. 

1) Dnrch einen beliebigen Pankt G der Ebene legt man zwei 
Kreise , von denen der eine noch durch A und A', der andere durch 
B und S' geht, und welche steh noch in einem zweiten Punkte ^ 
schneiden. Die gemeinschaftliche Sehne Gtj geht dann durch den 
Centndpuukt. 

greifen die involu torischen Abschnitte in einander ein, so kann 
man kürzer nach 4 des vor. §. über AA' und Bff als Durchmessern 
zwei Xreise ziehen, deren gemeinschaftliche Sehne durch den Cen- 
tralpankt geht. 

2) Eine zweite allgemeine Bestimmung des Centralpunktes 
gründet sich auf die Gleicbnng 

OB~B^ 

Legt man durch die Pnnkte A und B zwei Parallelen AB, 
and BÄi, die resp. den Abschnitten AB" und BA' gleich sind und 
gleiche oder entgegengesetzte Richtung haben, je nachdem dasselbe 
mit den Abschnitten AB' und BA' der Pall ist, und zieht hierauf 
die Grade A,B, , so schneidet dieselbe die Grade ASA'0 in dem 
Centralpunkte 0. 

3) Bestimmungen des Centralpunktes durch andere Constrac- 
tructionselemente , wie sie in der Folge noch vorkommen, geben 
folgende Gleichnngen an die Hand. Aus 

OA_Aß OA _ Aß V 

OB~bI ^^ OB—OA~ BÄ — AB' ' 



oder ^ 



AB~~BA + WÄ 
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Sind M und iV die Mitten der Äbscimitte AA' und Bfi*, so hat 
man mit BerückBichtignng von §. 6 

■*" FmT' 

ebenso erhält man 

Ä'B.A'^ 



A'O = - 



2JWJV 
und, weil 2ilO=^AO+ A'O ist, 

AB.AB' + A'B.ÄB 



4ffJ¥ 
Die geometrische Dentnng imti Constraction der drei letzten 
Gleichnngen hat keine Schwierigkeiten. 

§.78. 
Doppelpunkte der Involution. Ausser der in g. 73 ge- 
machten Voraus aetzting kann man ferner annehmen , dass die bei- 
den Punkte C und C, welche mit A und A', B un:d B" in lavolution 
sind, in einen Funkt E zusammenfallen; alsdann gehen die 
Gleichungen in §. 69 über in 

(^^AA-BE)iAA'B'E)=lo,..§.4^={^)\ 
iBB-AE)iBgA'E) = loäer?^.^=^{^)\ 

\{A'BE,$ABr) = — [. 
Die erste und vierte der Gleichungen B in §. 69 werden n&m- 
lich identisch, wenn Cnnd C' in dem Funkte £ vereinigt sind, und 
die dritte Gleichung ist die recipioke der zweiten, kann also durch 
dieselbe vertreten >r erden. 

Zu bemerken ist noch, dass die beiden unter B** aufgestell- 
ten Gleichungen auch durch folgende Ausdrücke wiedergegeben 
werden können: 

{AA'E, EBB) = (A'AE, E^B) = i, 

\aÄE, EBfB) = \äAE, BBff) = 1. 

Die Gleichungen A** zeigen, insofern sie vom zweiten Grade 

sind, unmittelbar, dass es zwei verschiedene Punkte E giebt, 

von denen jeder als ein sich selbst entsprechender Funkt mit den 

Funktepaaren A und A', B und eine Involution bildet. Sie wer- 

Witiiehal, nanere Cootncirie. 7 
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den die Doppelpaokte der laTolntion genannt, and sollen in der 
Fo^e immer mit de» Buchstaben E nnd F bezeichnet werden. Ihre 
merkwürdigsten Eigenschaften and Beziehungen geben die nächst- 
folgenden §§. an.' 

§. 79. 
Harmonie der Doppelpunkte mit den involntori- 
schen Punktepaaren. 1) Aus der ersten Gleichung unter 
A** folgt 



=±/^- 



■FT' 

d. h. die Strecke AA' ist nach einerlei aber entgegenge- 
setztem Verhältniss getheilt. Bezeichnet man die beiden 
Theilungsponkte mit E und F, so sind dieselben nach §. 43 zwei 
harmonisch zugeordnete Theilnngspunkte der Strecke AA' oder 
es ist 

{AA'EF) = —i. 
Ebenso ergiebt sich aus der zweiten Gleichung unter A** 
(BB'EF) = — l 
Folglich: Die beiden Doppelpunkte £und/ von de- 
nen jeder sich selbst involutorisch entspricht, thei- 
len jeden der involutorischen Abschnitte AA', ßß" har 
moniscb. . 

Dieser Satz ergiebt sich auch auf folgende Weise: Weil 
(AÄBE) = (ÄAB'E) 
und ebenso 

{AA'BF) = (A'A^F), 
so folgt nach §. 31 

(AÄEF) = {A'AEF) 
d. h. AA' ist in E und F harmonisch getheilt; §. 44. 

Sollen die Doppelpunkte E und F reell sein , so mnss jedes 
Paar zugeordneter Punkte A und ^'oder B und ß* gleichartig be- 
züglich des vom andemPaare bestimmten Abschnittes B^odeiAA' 
liegen , weil nur dann die Verhältnis sprodncte {AB : BA') (AB' : B^A') 
und {BA\A^) {BA'-.A'B') positive Werthe haben können. Mit an- 
dern Worten: die Abschnitte AA', ßß'dilrfen nicht in einander ein- 
greifen, sondern einer derselben mnss entweder ganz innerhalb oder 
ganz ausserhalb des andern liegen , wenn die Doppelpunkte mög- 
lich sein sollen, (vergl. 44). ' 
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9) Werden umgekehrt durch zwei_,[Punkte E und F 
zwei Abschnitte ÄÄ BS zugleich harmonisch get heilt, 
so bildet jeder der Punkte £, P, als ein eich selbst ent- 
sprechender, mit den Paaren ^ und ^', ß und Ä" eine In- 
volution. 

Dann ans der Voraussetzung {EFäX) = (EFBB') = — I folgt 
nach §. 48 

— = — 4-~ d— — — + — 
EF EA "^ EA' EF EB'*' ES' 

mithin 

\ÄE "*" eb) ~ ~yjiE "*■ ef) ' 

AB _ Ä'B' 

AE.EB~ ä'E . £ß" 

A'E BA Eß _ 

EB ' AE' W7 ~ ' 
oder (A'BE, EAB") = — 1 , 

velche eine der Crleichungen B** ist. Folglieh u. s. w. 

3) Hieraus folgt weiter nach §. 73: 

Wird ein Abschnitt £f auf drei verschiedene Wei- 
sen in denPunkten^nndy, 5undS', (?undC' harmo- 
nisch getheilt, so bilden die drei Paar Theilungs- 
punkte eine Involution. 

4) Umgekehrt: Sind A und .^, ÄundB', CundC drei 
in Involation stehende Pnnktepaare nnd lassen sich 
zu zweien derselben z. B. zu A und A', B nnd ff die bei- 
den Doppelpunkte £ und f bestimmen, welcbenjeden 
der Abschnitte A/, BS harmonisch theilen, so tbeilen 
diese Punkte auch den Abßchnitt des dritten Paares 
CC' harmonisch. 

Denn da 

{ABC, C'ÄS) = —\ 
(ABE, EÄS) = {ABF, FAS) = —1, (78). 
so ist auch 

{BCE, ESC) = {BCF, FSC) = — 1, (72), 
folglich theilen E nnd F den Abschnitt CC harmonisch. 

Da dieses überhaupt für jeden Abschnitt XX' gilt, dessen 
Endpunkte mit den Punktepaaren A und ^, B und S in Involu- 
tion sind , so hat man allgemein : 
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Lassen sich bei irgend einem System involutoii- 
sclier Punktepaare ^ und ^, B naä B', C nni C', D und 
D' . . , zu irgend zwei Paaren desselben die Doppel- 
punkte Sundfbestimmen, 80 thoilen diese jeden invo- 
la):orisGhen Abschnitt barmovisch. 



§.80. 

, Involution der Doppelpunkte mit vier zu allen 
mCglichen Paaren combinirten Punkten. DiedenPunkte 
paaren A nad ^, B nnd ^ zngebörigen Doppelpunkte E, F bilden 
mit den Paaren A und B", Ä und B eine Involution. 
Denn nach §. 78 ist 

iABEA') = {A'B'EA), {ABFA') = {A'B'FA), 
mithin nach §. 31 

(ABEF) ^ {A'B'EF), 
oder {ABEF) = {B'A'FE), 

A. b. die Punktepaare A und ^, B und J, E und F sind in Invo- 
Intion. 

Desgleichen, ^eil 

{AA'EF) = (BB'EF) =— I, 
also (AA'EF) = (BB'FE) ist, 

bilden auch E und F mit den Punktepaaren A imd B, Ä und S eine 
Involution, folglich: 

Die zu zwei Paaren zugeordneter Punkte ^ und^, 
£ und ^gehörigen Doppelpunkte £ und f gehören als 
zugeordnete Punkjie noch zwei verschiedenen Involu- 
tionen an, die man erhält, wennmandiePunkte A, Ä, 

B, K auf die beiden einzig noch mögfliohen Weisen zn 
Paaren, nämlich zu ^ und B, X und fi', sowie zu -^ und fi', 
Ä und-£ verbindet. 

Da hiermit die FSlIe für die Verbindung der Punkte A, B, 
S, ff, zu Paaren erschöpft sind, so lässt sich der Satz auch 
umkehren. 

§. 81. 
Der Cent ralpuukt balbirt den Abschnitt zwischen 
den beiden Doppelpunkten. 
; _ Da nämlich die Punkte E und J* jeder als sich selbst zugeord- 
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net mit den Punktepaareu A und J", B, und S^ in Involution ist, so 
hat man (§. 75) 

OA.OA'=OB.OB'=:=ÖE' = ÖF', 
folglich 

OE = ~OF oder EO=OF. 

Die Abschnitte $OCuaA OF müssen mit entgegengesetzten 
Zeichen versehen werden, weil sonst die Doppelpunkte E und F in 
einen Pnnkt zusammenfallen würden. 

Auch die Relation OA. 0A'= 0E*= OF* zeigt, dass die Dop- 
pelpnnkte imaginär sind, wenn der Centralpunkt auf den Ab- 
schnitten AJ, Bll selbst liegt, d. h. wenn AÄ und BB'm einander 
eingreifen (vergl. §. 79). 



Symmetrische Involution zwischen Punkten einer 
Gradeu. Man kann noch die speciellere Annahme machen, dass 
einer der beiden Punkte E, F z. B, der erstere der unendlich ferne 
Pnnkt der Graden sei. Alsdann gehen die Gleichungen ^s §. 78 
ttber in 

AB.AB' = A'B.A'B'; 

BA.BA'= B^A.B'A'; 

A0 = BA'; AB=:ffA'. 
Dieselben Gleichungen erhalt man auch, wenn man den Punkt 
F als die gemeinschaftliche Mitte der Abschnitte Aj(, BW annimmt, 
und es geht ans denselben hervor, dass von den Abschnitten AÄ, 
BB^ der eine ganz auf dem andern liegt, sowie dass beide einen 
und denselben Mittelpunkt haben, welches der dem unendlich fer- 
nen £ zugeordnete Punkt F ist, und von dem aus jedes Punkfe- 
paar symmetrisch liegt. 

Umgekehrt stehen die Endpunkte zweier auf einander sym- 
metrisch liegender Abschnitte AA\ BB' in Involution sowohl mit 
ihrem gemeinschaftlichen Mittelpunkte F als einem sich selbst ent- 
sprechenden Punkte, als auch mit dem unendlich fernen Punkte E 
der Graden, gleichfalls als einem sich selbst entsprechenden Punkte. 
Denn in Folge der Vorausgesetzen symmetrischen Lage gilt jede 
der obigen Gleichungen , von denen z, B, die erste auch unter der 
Form 
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AB _A'S 
'bT K i 
geschrieben Verden kann. Da nun 

SO ist auch 

AB ÄF __ A'^ A'F AB AE _ A 'S' A^E 

Ta' FÄ'" B'A ■ jpJ "^ 'bI" 'EÄ'~~B^A ' EA ' 

oder {AA'BF) = (A'AB'F) und {AA'BE) = (A'AB'E), 

d. h. Das DoppelverhältnisB der Punkte A, A', B, F ist gleich dem 
der entsprechenden^', A, B', Fu. s. w. (§. 65), 

. Diese Art Involution, bei der die involutorischen Abschnitte 
einen gemeinsamen Mittelpunkt (F) haben, möge nach Mijbius 
(Berichte d. K. S. Gesellsch. d. Wiasensch. 1855, 8.33) die sym- 
metrische beissen. 

§.83. 

Cqnstrnction der Doppelpunkte. Da die Doppelpunkte 
den Abschnitt AA' nach bestimmtem Verhältnisse theilen, oder 



AE AF , -,/AB .AB" 



Wab. 

y A'B 



i'B.A'Bt 

sein muss, so ziehe man durch die Fnnkte Ä, A' zwei Parallelen 
und trage auf denselben zwei Abschnitte AK und AK' resp. gleich 
■^IbTaS und Y^dWTTS ab, verbinde die Punkte K und K' durch 
eine Grade, welche durch einen der Doppelpunkte gehen muss. 
Trägt man auf der zweiten Parallele AK" = AK' aber in entgegen- 
gesetzter Richtung ab, nnd verbindet K und K" durch eine Grade, 
so geht diese durch den andern Doppelpunkt. Um "^ AB . AB' 
und f/A'B . A'B' einfach zu bestimmen, beschreibe man über BS" 
als Durchmesser einen Halbkreis , so geben die durch A und ^'^ge- 
legten Tangenten oder halben kürzesten Sehnen die erforderlichen 
Langen für AK und AK' ab, je nachdem A und A' beide äussere 
oder innere Punkte bezüglich des Abschnittes BB" sind. 

Ist einer der Punkte A,A' ein äusserer, der andere ein innerer 
bezüglich BB", oder greifen die Abschnitte AA', BB' in einander 
ein, so ist eines derProducte AB. AB", A'B. A'B' negativ, folglich 
die Doppelpunkte imaginSr. 
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2) Durch einen beliebigen aueserbalb derGraden in der Ebene 
liegenden Punkt G lege man zwei Kreise, welche die Abschnitte 
AB' aaä A'B als Sehnen fassen und eich in einem zweiten Funkte 
G' schneiden. Desgleichen lege man durch denselbenPunktCzwei 
Elreise, welche die Abschnitte AB und A'B' zu Sehnen haben und 
sich m dem Punkte C" schneiden. Legt man nun durch die Punkte 
ff, G', G" noch einen Kreis, so geht dieser durch die Doppelpunkte 
E und F. 

Denn nach §. 76, I) bestimmt der letzte Kreis auf der Graden 
zwei Punkte E und F, welche mit den Punktepaaren A und B\ A' 
und B in Involution sind, desgleichni sind dieselben zwei Punkte 
E und Fin Involution mit den Paaren A nnd B, A' und B", folglich 
sind E und F die Doppelpunkte für die Paare A und A', B und B' 

(§■»)• 

Trifft der durch G, G', C" gelegte Kreis nicht die Qrade, so 
sind die Doppelpunkte imaginär. 

3) Die Construction wird etwas vereinfacht, wenn man Über 
den Abschnitten ^ß* und A'B als Durchmessern zwei Kreise be- 
schreibt, die sich in zwei Punkten G und G' schneiden, und ebenso 
über den Abschnitten AB und A'B' als Durchmessern zwei Kreise 
zieht, wodurch die Durchschnittsp unkte 6" und G'" bestimmt sind. 
Ein Kreis durch die vier Punkte G, G', G", G'" gelegt, muss dann 
nach §, 76 und 80 ebenfalls die Grade in den Doppelpunkten £nnd 
F schneiden. 

Der letzte Kreis ist unmöglich zu construiren, wenn die Ab- 
schnitte AA' und BB' in einander eingreifen, in welchem Falle die 
Doppelpunkte imaginfir sind. 

4) Hat man (nlich §. 77) den Oentralpunkt zu AA' und BB' 
bestimmt, so ei^eben sich die Doppelpunkte E und F leicht nach 
der Belation (§. 81) 

OE = — OF=+ j/OA . OA'. 

Legt man also vom Centralpunkte aus zwei Tangenten an den 
durch AA' oder BB' gelegten Kreis, und trägt die Länge derselben 
zu beiden Seiten von auf der Graden ab, so hat man damit die 
Doppelpunkte bestimmt. 

5) Führt man die Mitten Ännd N der Abschnitte ^^'und BB' 
ein, so hat man 

OE~ — 0F^±V'Ö^ — WÄ'; 
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ein ebenfalls leicht constroirbarer und in gewissen FSUen anwend- 
barer Ausdruck. 

Ferner ist nach den in §- 77, 3 gegebenen Werthen von ÄO 
rm&AO' 



0£ = _OF=+l^''-^"'-*'''--*'»' 



affiv 



MIV 

und, weilfffi =IUO + OE ist, sowie mitEäcksicht desWerthes von 
MO in §. 77, 

ME j _ Aß.AB'+A'B.A'B' f/AB . AB' . A'B . A'B' 
MFi~ iUN — ^ TmN 

_ (]/AB . AB' + j/A'B . A'B'Y 
~ iSN 

Aehrdicber Weise ei^ebt sich 

NE j _ (yBA .BA'+ j/B'A . B'A')* 

NF)~ im 

In letzterer Formel mnss das Doppelzeichen + sein , weil die 
angegebenen Werthe für SIE-\- EH^MN eine rationale Summe 
geben müssen, die nur auf diese Weise erhalten wird. 
Hieraus ergiebt sich zunächst 
, ME_ {y'AB.AB' + l/A'B. A'B')* 

EN~ (f/BA.BA' + ys'A.B'A'J ' 

oder, wenn man Zähler und Kenner mit (y AB. Äff + j/A'B.A'Sy 
multiplicirt, 

ME_ {AB.AB' — A'B.A'B'y 

BN ~ ({AB +A'B') j/AB'.A'B + (AB' -i- A 'B) }/AB.A'B'Y 
Da nun nach §, 77, 3 

AB.AB' = iMN.AO, A'B . A'B' = 2JSN .A'O, 
folglich 

AB . AB'— A'B . A'B' = iMN. AA', 
femer 

AB + A'B'==:AB' + A'ß = iaN 
ist, 80 hat man 
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ME ÄÄ^ 

El^~(yAB'.A'B +yAB.A'B'y' 
irobei von dem Doppelze icben das eine sich anf den Pnnkt E, das 
andere anf den Punkt P bezieht. Die Yerhältniese -^ , t~ haben 

einen positiven oder negativen Werth, je nachdem von den Ab- 
schnitten AA', BB' der eine ganz ausserhalb oder ganz innerhalb 
des andern liegt. Im erstem Falle sind die Producte AB . A'B 
und,<lÄ.^'fl' beide positivnndderN6nner^/]iF7T^ + )/^ißTT^)' 
ist anch positiv; im andern Falle dagegen sind die genannten Pro- 
ducte , sowie der Nenner negativ. Greifen jedoch die Abschnitte 
AA', BB' in einander ein, so ist von den beiden Pro ducten das eine 
positiv das andere negativ , und der Nenner, sowie die erörterten 
Verhältnisse erhalten complexe Werthe, d. h. die Doppelpunkte- 
sind imaginär, 

Ebenso ist zu deuten der Ansdinck 

ME _ (]/AB' .A'B± YAB . A 'g")' 



den man erbSlt, wenn man den Nenner der Gleichung a) rational 
macht 



§,84. 

Construction des sechsten Punktes einet Involu- 
tion. Seien A und A', B und B' zwei Paare, sowie C als fünfter 
Punkt einer Involution gegeben, wozu der sechste Funkt C zu fin- 
den ist. 

1) Durch einen beliebig in der Ebene angenommenen Punkt Q 
lege man zwei Kreise, welche die Abschnitte AA', BB' als Sehnen 
fassen , nnd sich in einem zweiten Punkte ff' schneiden werden. 
Zieht man dann einenKreis durch G, 6'nnd C, so schneidet dieser 
die Grade ABC in einem zweiten Punkte C', welches der sechste 
der Involution ist (§, 76, I). 

2) Hat man den Centralpnnkt der Paare A nnd A', B und ff* 
bestimmt, so ergiebt sich die Construction von C unmittelbar nach 
der Relation 

OG.OC' = Oä.OÄ'. 
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§. 85. 
IsTolutorische Strahlenbttscliel. Gemäss den ia 
§. 65 nnd .^ gegebeneu Erklärangen wird ein Strahlen- 
bUschel von 6 (rraden a, b, c, a, b', c als ein involutori- 
Bches za bezeiclinen sein, wenn die Graden zu je 
zweien a unda', 6 nnd 6', cnnd c'einaaderso zugeordnet 
sind', das8 das Doppelverbältnisa von irgend Tier der- 
selben z. B. sin{abcc) dem Doppelverhältniss sin {a'b'cc) 
der vier zugeordneten Strahlen gleich ist. 

Da die involutori sehen Beziehungen von 6 Punkten einer Gra- 
den immer auf zweiDoppelverhältnlsse zurückgeführt werden kön- 
nen (§. 66 n. 67) , Bo folgt nach g. 35 n. 36 , dass die in §. 69 aufge- 
stellten luvolutiousgleichungen auch für ein inrolutorisches Strahlen- 
bOscbel Ton 6 Graden mulatis mutandU Geltung haben. Es ist 
daher 

/ sin (aabc) sin (aa'b'c) 

1 sin (a'ab'c) sin {aabc') ' 

*' 1 sin (bb'ca) _ sin (bb'c'a) _ 

( sin ib'be'a') sin (b'bca') ~ ' 
n. H, w. 
( sin(abc,ca'b') = -~l, 
I sin{a'bc, c'ab')^= — 1 
u. 8. w. 
wobei der aymbolifl che Ausdruck sin{abc,cab') das Dreiecks chnitts- 
(Drillings-) Verhältniss der sechs Graden anzeigt und entsprechend 
den Erörterungen in §. 68 die Bedeutung von 
sin aV sin kfd sin c^b' 
sin c"'b ' sin a"'c ' sin b""a 
hat. , 

§.86. 
Folgesätze. Aus vorstehender Definition sowie nach 
§. 36 gebt hervor: l) Wird das involutoriscbe Strahlenbttschel 
der sechs Graden a, a, 5, b', c, c durch eine Transversale in den 
Punkten A, A' , B, ff, C, C' geschnitten, so ist 
Sin (aa'bc) __ (AA'BC) _ 
sin {a'ab'c) ~ {A'AffC') ~ ■ 
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oder *«i (ßbc, cai/) = {ASC, C'A'B) ~-=— 1, 

d. h. die sechs Darcbachnittspimkte etehen ebenfalls in Involntion. 
3) Wetden umgekehrt von secHs inlnvolntion stehenden Punk- 
ten A, A', B, S^, C, C einer Graden nach einem ausserhalb dersel- 
ben befindlichen Punkte dn Ebene sechs Strahlen a, a, b, b', c, c 
gezogen, so bilden dieselben ein involntorisches Strahlenbüschel. 

3) Wird ein System oder Büschel invointoriacher Strahlen- 
paare von zwei oder mehreren Transversalen geschnitten, so bilden 
anf jeder der letzterendieScbnittpunkte ein System involutoriseber 
Pmiktepaare. 

4) Gehen mehrere Systeme oder Büschel von Strahlenpaaren 
dnrch dasselbe System involutoriseber Punktepaare einer Graden, 
so ist jedes Strablenbttschel ein involntorisches. 

§.87. 
Boppelstrahlen eines involntorischen Strahlen- 
bäschels. Den Doppelpunkten bei einer Involution von mehren» 
Fnnktepaaren einer Graden entsprechen die Doppelstrahlen 
des involntorischen Strablenbüschels ; denn auch dia Gleichungen 
A** undB** des §. 78 lassen sich in reine DoppelverhSltnisse 
anflösen, folglich auch auf Strahlenbüschel unmittelbar anwenden. 
Die Doppelstrablen sind auch unter denselben Umständen und Be- 
dingungen imaginär, unter denen es die Doppelpnnkte sind, näm- 
lich wenn der Winkel zweier zugeordneter Strahlen in den Winkel 
eines anderen Strahlenpaares eingreift. Endlich bilden die Doppel- 
strahlen mit jedem Strahlenpaare des Büschels ein System vor 
Harmonikaien. 



Senkrechte Strahlenpaare eines involntorischen 
Strahlenbüschels. Dagegen gieht es in einem involntorischen 
Strahlenbüschel keinen Strahl, welcher demCentralpunkte bei einer 
Involution von Punkten einer Graden entspräche. Dies geht ein- 
mal schon aus' der Form der Gleichungen A* und B * in §. 73 her- 
vor, welche nur einfache, keine Doppelverhältnisse, enthalten, so- 
dann auch unmittelbar ans der Erklärung des Centr alpunk tes als 
desjenigen involntorischen Pnnktes, dessen zugeordneter der un- 
endlich ferne Punkt der Graden ist. Dieser letztere Punkt sowie 
sein entsprechender haben zwar gegen die Übrigen involutorischen 
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Punkte der Graden eine singnlSreLage, nicht aber im Allgememen 
die beiden von irgend einemPuntte der Ebene nach denselben ge- 
richteten Strahlen gegen die übrigen von demselben Mittelpunkte 
. aas nach den involutorischen Punkten gezogenen involutorischen 
Strahlen. Denn schneidet man das Strahlenb tisch el durch eine an- 
dere Transversale, ao entspricht In derselben dem Gentralptinkte 
und dem zugeordneten unendlich fernen Funkte der ersten Graden 
irgend eip anderes Paar involutorischer Punkte, von denen imAll- 
gemeinen keiner unendlich entfernt liegt, der andere also die cha- 
rakteristische Eigenschaft des Centralp unkte s und mithin die be- 
sondere Beziehung zu den übrigen Punktepaaren nicht haben kann. 
Hieraus folgt, dass im Allgemeinen auch die nach diesen Punkten 
gerichteten zwei Strahlen in keiner singnlären Beziehung zu einan- 
der sovie au den andern Strahlänpaaren stehen können. 

In dem besondem l'alle jedoch, dasa der vom Centralponkte 
eines involutorischen Sjstemes von Punkten einer Graden aus- 
gehende Strahl senkrecht auf dieser Graden steht, wird der 
zugeordnete nach dem unendlich fernen Punkte der Graden ge- 
richtete Strahl 0' derselben parallel sein , also auch senkrecht 
auf dem ihm zugeordneten Strahle stehen und für jeden 
solcher zwei zu einander senkrecht gerichteter Strahlen läast sich 
eine Relation aufstellen , welche der in §. 75 für den Centralpnnkt 
gegebenen analog ist. 

Sind nSmHch a und a\ b tind b', c und c, d und <f . , , die 
Strahlenpaare eines involutorischen Büschels, dessen Mittelpunkt S 
ist, und und O' zwei aufeinander aenkrechte Strahlen desselben, 
so ist immer 

tgo''a.igQ'-a=tgo''b.lgQ-'b'= tg o'c . ig </'c = . . . 

Denn schneidet man das Strahlenbüschel durch eine zu 0' pa- 
rallele Transversale i, welche die Strahlen in den Punkten A, A\ 
B, . .. 0,(i trifft, so ist 0' der unendlich ferne Punkt der Trans- 
versale, folglich der Centralpunkt der Punktepaare Ä und A^ B 
und jff , , ., mithin ist 

OÄ .OA'=OB.Off=^OC.OC' = ... 
und 

OC' 
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SO 


OA 
SO 




OB 

SO 


OK 
SO 


= 


OC 

so 


<g 


o*a 


lg 


oV 


= (J0 


•i 


■ 's 
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EslSsst sich ferner zeigen, dassesftlrjedesInvolQtotiache 
Strahlenbüschel wenigstens zwei dazn gehörige, ein- 
ander angeordnete Strahlen giebt, welche senkrecht 

Denn hat das Strahlenbüschel zwei Doppelstrahlen e und f, so ' 
flind die HalbirungBlinien des "Winkels e*/" derselben, sowie des Ne- 
benwinkels die beiden zn derselben Involution gehörigen und auf 
einander senkrecht stehenden Strahlen. Dieselben theilen nämlich 
nach 46, 3 den Winkel der Doppelstrahlen harmonisch, ebenso wie 
auch die andern Strahlenpaare nnd stehen folglich mit denselben 
nach §.79, 3 In Involution. 

Hat aber das Strahlenbüschel keine Doppelpunkte, so lege 
man dnrch dasselbe eine Transversale , auf welcher die involnto- 
rischenPunktepaare-^und ^', 5undJ!', (7 undC" alsDnrcbsehnitts- 
punhte mit demselben bestimmt werden. Hierbei greifen die invo- 
lutorischen Abschnitte ^^', B^ , CG' in einander ein (§. 79, l), folg- 
lich glebt es nach §. 76, 3 awei Punkte G und C der Ebene, von 
denen aus jeder Abschnitt der Transversale unter einem rechten 
Winkel erscheint. Fällt nun der Mittelpunkt S des involutorischen 
Strahlenbüsehels mit einem der Punkte G, C zusammen, so bil- 
den alle Paare zugeordneter Strahlen rechte WinkeL 

Ist dies nicht der Fall, so lege man dnrch S, G, G' einenKreis 
(dessen Mittelpunkt auf der Transversale liegen muss), welcher die 
Transversale in den Funkten und 0' schneide. Nach diesen 
Durchs chnittspunkten ziehe man von S aus das rechtwinklige 
Strahlenpaar nnd 0", welches mit den Übrigen Strahlenpaaren 
ebenfalls in Involution ist, weil auch das Punktepaar nnd & nach 
§.76, 3 mit den Paaren A und A', B and J?', C und C in Involu- 
tion steht. 



In unmittelbarem Zusammenhange damit stehen noch folgende 
Sstze: 

I) Haben in einem involutorischen Strahlen- 
büschel zwei von je awel zugeordneten Strahlen gebil- 
dete Winkel eine gemeinschaftliche Halbirungslinie, 
80 wird dnrch diese auch jeder dritte Winkel zugeord- 
neter Strahlen halbirt. 

Sind nämlich a und a , b und b', c nnd c involutorisches Strah- : 
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lenpaare und ist o die gemeinschaftliche Halbtrungelinie der Win- 
oV, &"&', 80 theilt dieser Strahl sowie ein darauf senkrechter o' die- 
selben Winkel harmoniseh (§. 46, 3); somit sind o und o die Dop- 
pelstrahlen der Involution, theilea daher auch den Winkel c*c' har- 
monisch mid halbiren , weil sie rechtwinklig sind , denselben Win- 
kel c^c (und dessen Nebenwinkel, §, 46, l). 

3) Sind in einem involntorischen StrahlenbUschel 
zwei Strahlenpaare rechtwinklig, so sind ee auch die 
übrigen Paare. 

Sind die Winkel a*a', 6^6' rechte nnd schneidet man dasBüschel 
durch eine Transversale in denPniikten^ und-i', Bund S', CundC', 
beschreibt dann über zweien der involutorischen Abschnitte AA\ BB^ 
als Durchmessern zwei Kreise , so gehen beide durch den Mittel- 
punkt S des Büschels, weil ^5^' nnd fSf rechte Winkel Bind. Nun 
muss ein über CC' als Durchmesser beschriebener Kreis ebenfalls 
durchs gehen (§.76,3), folglich ist auch der Winkel CSC' ein rechter. 



Relationen zwischen sechs involutorischen Punkten 
■ und einem beliebigen siebenten einer Graden. 

§.90. 
Sind AA',Bff, CC drei beliebige Abschnitte einer 
Graden, L, M, N deren Mitten und Q irgend ein Punkt 
derselben Graden, so bleibt der Ausdruck 

QA . QA'. MN+QB.Qff.NL + QC.QC'.LM 
constant, wie auch Q in der Graden gewählt wer- 
den mag. 

Denn es sei Q ein anderer Funkt der Graden, so ist 
QA = QQ-+ffA, QA' = QQ- + ifA\ 
nnd 

QA . QA-=W + Q'A . i^A' + {Q'A+Q'X) QQ' 
=W + Q'^ -Q'^' +20'£ . QQ' (§. 6). 
Ebenso 

QB . Qff =W* + Q'B . SfBf + WM . QQ^, 
QC . QC = QQ-' + Q'C . Q'C- -j- 2 O'JV . QQ'. 
Multiplicirt man diese drei Gleichungen der Reihe nach mit 
MN, NL, LM, addirt sie dann und bemerkt, dass 
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MN+NL + LM=0, 
Q'L . MN+Q'M. NL + Q'N.LM—Q 
ist, 80 erhSU man 

QA . QA' . MS+ QB.Qff .NL + QC.QC' .LM = 
Q'A.Q'A'.MN+Q'B.Q'S^.Nt + Q'C.ijrc'.LM, 
d. h. die Summe dieser drei Producte ist von der Wahl desFnnktes 
Q unabhängig. 

Anmerkung. Fallen die Punkte A', B^, C mit ihren zuge- 
ordneten A, B, C zusammen , und iat folglich LM^ MN, NL resp. = 
AB, BC, CA, so reducirt sich der Ausdruck auf 

'qa*.bc+q^.ca + qc*-ab, 

dessen Werth nach %.% =~ AB . BC .CAiat. 

§.91. 

Lehrsatz. Sind die Punktepaare Ä und A', B und ^, 
Cund C' in Involution, L, M, JV wieder die Mitten ihrer 
Abschnitte und Q ein beliebiger Punkt der Gfraden, 
so ist 

I) QA . (/A', MS+QB. Q^ .NL+QC. QC'. LM = 0. 

Da der Werth des Ausdrucks für jede beliebige Lage des 
Punktes Q in der Graden unveränderlich bleibt, so lasse man Q mit 
dem CentraJpnnkte der Involution zusammenfallen. Dann sind 
die Producte OA . OA', OB . 0&, OC . OC einander gleich , und der 
Ausdruck kann in 

OA . OA' {Lia^ MN+NL) 
zusammengezogen werden, dessen Werth wegeniAf+J/JV + JVi=0 
auch = ist, folglich u. s. w. 

. §. 92. 

Zusätze. I) LSsst man das Fui;iktepaar B und B' indem 
einen Doppelpunkte E, und das Paar C und C' in dem andern F 
zusammenfallen , so hat man keine eigentliche Involution mehr, 
sondern nur ein harmonisches Verhältniss. Die Gleichung I) geht 
dann über in 

n) QA . QA' . SF+QE* FL+W . LE=0, 

welche mit der Gleichung VIII. des §. 50 idendsch ist. 

S) Nimmt man C' als den unendlich fernen Funkt der Gradei^ : 
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also C als den Centralpnnkt an, so geht die GleicKnng I) Über in 
in) QA . QA' — QB . QS^ + 2LM . QO =0. 

Denn dividirt man die Qleichting I) durch MN, so erhält man 

znnKclist 

OJ.OJ' + Oi!.i>i!'~ + Oc.iiir.^=i,. 

"■"""" = — i — ■' 5? = Hoc" + 5rj »■"'•'"'' 

C' der anendlich ferne Funkt sein soll, also auch N ein unendlich 
fem liegender Pnnkt ist, 

XiV^___ 

NM" '' QC 
QA . QA'— QB.Qff + iLM .Q0 = 0. 
Diese Gleichung findet nun statt zwischen zwei beliebigen 
Fnnktepaaren ^ nnd J', B undfi', ihrem CentralpnnkteOnnd einem 
beliebigen fünften Funkte Q der Graden , sie muss also auch ans 
der Grundgleichnng für den Centralpunkt OA . OA' = 0£ .OB' un- 
mittelbar hervorgehen. Man bat nämlich 

QA = QO + OA, QA' = QO+ OA', 
folglich 

QA . QA' = QÖ^+QO (OA+OA')-i-OA. OA', 

ebenso 

QB. QET = QO'+QO {OB + OB') + OB. OS . 
Zieht man beide Gleichungen von einander ab , und berück- 
sichtigt, das s 0A+0A' = 20L, 0B+0B'=20M(%.6), OL — OM 
^= ML, so erhält man 

QA . QA' — QB.QB^ = 2 JI/Z . QO. 
Anmerkung. Fällt Q mit A zusammen, so reducirt sich diese 
Gleichung auf 

AB.AB' = üLM:AO 
wie bereits in §. 77, 3 bemerkt ist. 



Relationen, in welche die Mittelpunkte der involu- 
torischen Abschnitte eintreten. 

Lehrsatz I. Zwischen den involutori sehen Punktepaaren 
^ und A', Buni S', Cund C' und den Mitten l, M, JV der involu- 
; torischen Abschnitte bestehen die Gleichungen 
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( AB .AB' _ A'B. ä'S __ LM 
1 AC.AC ~ A'C . A'C ~ LN ' 
] ^P--gc' _ ^C-^<^' __^^ 
\ BA.BA'~ SA.gA' ~ MV 

' CBTcF C'B.C'B' ~ NM' 
Läs8t man nämlich in der Gleichung I) §. 91 den Punkt Q mit 
A zusammenfallen, so erhält man 

AB. A0.hL+ AC.AC' LM = Q 
oder wenn man durch AC . AC' . LN dividirt 
AB.AÜ LM 
AC. aC ~ LN' 
In derselben Weise erhält man die übrigen Ausdrucke und 
Gleichungen, wenn man Q der Reihe nach mit A', B, B' etc. zu- 
sammenfallen ISsst. 

§. 94. 
Zusätze. 1) Diese Gleichungen geben wieder unmittelbar 
die Fundamentalgleichungen A) and B) der Involation (§. 59). Es * 
folgt nämlich aus 

AB .AB' _ A'B .A'S 
AC.AC A'C .A'C 

i^ . i£ — — A£' 
BA'' CA'~ B'A ' Ca "° 
AB' AC __ A^ A^ 

wj'' cÄ'^TÄ' in 

oder 

( aa'bc) _ ( aa'b'c) _ 
{ä-asc-)~{a-abc')~ ' 

welche die erste der unter A) aufgestellten Gleichungen ist. 

Um eine der Gleichungen B) zu erhalten, multiplicire man die 
drei ersten unter einander stehenden Glieder der drei Gleichungen, 
so kommt 

AB" . BC . CA' = AC . BA' . CS^ 
oder 

(ABC,CA'g) = — l 
i\ Auch die Gleichungen E) §. 70 erhält man sehr einfach mit 
Hilfe der Gleichungen IV. Setzt man nämlich in die Gleichung 

Wiliichel, Deaers GeomeUls. 6 
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ML ' LM 
fär-jjy- und -z^ die Werthe aus IV) ein, so kommt 



BA. BA' AB .AB 
oder 



E) AB = 



AEf 



8) Drückt maa die zwischen den Mittelpunkten Z, M, N enthal- 
tenen Abschnitte wieder durch die Involutionspunkte selbst aus, 
gemSsB den Beziehungen 



SO erhält man aus IV. noch folgende , ebenfalls die Involution v 
sechs Punkten bezeichnende Oleicbnngen: 

AB .A^ AB^ + A'B 



F) 



AC . AC AC + A'C 



§.95- 



Lehrsatz 2. Zwischen drei involu torischen Punktepaaren 
A und A', B und B', C und C und den Mitten L, M, N ihrer Ab- 
schnitte findet femer folgende Gleichung statt: 

V. 'T^.MH-\-M^.Nl-^IIC.LM+LM .MN .NL^Q. 
Setzt man in I (9l) statt 

QA.QA', QB.QB, QC.QC' 
die gleichbedeutenden Ausdrücke 

QL^—LÄ^, 'QM^—Mff, 'QN*~NC* (§.5) 
ein, so geht sie über in 

pI'. MN + QM'. NL-\-QW^.LM— (lÄ*. MN + 'MB'.NL 

+ NC'. LM) =0. 
Nun ist nach §. 8 

öl*. MN+ Ö^'. NL +ÖJV' . LM= — LM.MN. Nl, 
folglich 

LÄ''.MN±'MB'.NL + liC'.lM + LM.MN.NL = f. 
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Zusätze, l) Werden diePunkte C, C in einem Dopp«lpunkte 
E vereinigt, so hat man 

£?• .mE + M^ .EL + LM.!aE.EL = 0, 
oder 

2) Die Gleichung V. lässt sich noch verallgemeinern. Schreibt 
man sie zunächst uater der Form 

TÄ" _ ^^_ . JVC* . _ 

löst jedes Glied in ein Product zweier Verhältnisse auf und ver- 
wandelt dieses durch Einführung des unendlich fernen Punktes Q 
in ein Product zweier Doppel Verhältnisse (§. 40) , dergestalt, dass 
z. S. das erste Glied 

LM . NL "* \LM' Qm) Kls'' Qn) 
übergeht, so erhält man 

(AMLQ) (ANLO) + {BN!aQ) {BLMQ) + {CLNQ) [CMNQ) = 1 ; 
eine Relation, die auch giltig ist, wenn Q nicht mehr der nDeadlich 
ferne, sondern ein heliebiger Funkt der Graden ist, aber mit dem 
Unterschiede, dass dann L, M , N nicht mehr die Mitten von AA', 
BB\ CC, sondern die harmonisch conjngirten Punkte von Q be- 
züglich der Abschnitte AA', Bff, CC sind. Uebersetzt man die 
Doppel Verhältnisse wieder in ihre gewöhnliche Form und zieht die 
Prodncte zusammen, so ergiebt sich auch folgender Ausdruck : 
ZJ' /^,M^ NL NC^ LM LJU.MN. NL __ 
ÖT'' Ql'^W^'^^W^ QL.QM.QN~ ■ 

Relationen zwischen sechs involutoriscfaen Punkten 
und zwei beliebigen Punkten in einer Graden. 

§.97. 
Giebt man der Gleichung I. §.91 die Form, 

QA .QA'MN QB . QS' i*__ ' 
CQ.QC ÄZ "*■ QC.QC' IM~ 

6* : " ■- ' 

n,g,t,7l.dM,.GOOglC 



nnd ist P* der unendlich ferne Punkt der Graden, mit Hilfe dessen 
man den vorstehenden Ausdruck in einen mit lauter Doppelveihält- 
nissen umsetzt, nämlich in 

VI. (ACQQ') {A'C'QQ') {NLIHO')+ {BCQQ') {B'C'OQ') (i¥JfZ,0') = I, 
so gilt derselbe auch , wenn Q' nicht mehr den unendlich fernen, 
sondern einen heliebigen Punkt bedeutet (§. 40), nur mit der Ab- 
änderung, dass L, M, iV nicht mehr die Mitten, sondern die harmo- 
nisch zugeordneten Punkte von Q' bezüglich der Absclinitte AA', 
BB', CC sind. 

Schreibt man die Doppelverhältniase in gewöhnlicher Form 
und zieht die Crleichung zusammen, so giebt sie 

V- 1:^. "•"•'+ 11^ »-p- 



Zusätze, l) Lasst man den Punkt £) mit .4 zusaramenfalleu, 
so erhält man eine Involutionsgteichung mit nur einem beliebigen 
Punkte', in der aber /., ff, ff dieselbe Bedeutung wie in VI) haben: 
[BCAQ') {B^C'AQ') = {MNLQ'), 



oder 

VII. 



Aß. Äff AC.AC _ML MQ' 
Q'B .OB'' (/C.Q'C " Ln' ^- 



2) Fährt man die Mittelpunkte L\ M', N' d* Abschnitte AA', 
BB", CC ein, und berücksichtigt, dass .-s.- 

Q'L.Q'L' — QfA.Q'A' (§. 52, XII.) 
OM.O'IH'=Q'B.Q'B^ etc., . 
so geben ^ie Gleichungen VI) und Vn) ,: 

AB.A^ _ LM . Q 'M' 
AC.AC ~ LN.i/N" 

3) Nimmt jnan denPnnkt Q als den unendlich fernen der Gra- 
des an, .iMk gehen die Gleichungen VI) unfltJFI*) über in 
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4) Setzt man bezilglieh der allgemeinen Gleichung VI. voraus, 
dass einer der In volutionap unkte z. B.C der unendlich femePnnkt 
der Graden ist, womit der zugeordnete Punkt C zum Centralpunkt 
wird , so hat man 



Q'A . Q'A' ^ Q'B . Q'g '^ ^ Q'O 

wobei i, M die zu p" zugeordneten harmonischen Punkte bezüglich 
derAbachnitte-4^',5^ sind und flf derjenige Punkt ist, für welchen 
aus ipCSQ') = — 1 0N= — OQ' hervorgeht. 

5) Lässt man den Punkt Q mi\.A zusammenfallen und bemerkt, 
dass Q'N=:i()'0 ist, so reducirt sich letztere Gleichung auf 
AB. Äff _ AO.LM 



Aufgaben. Aus dem, was über die Involution von drei 
Punktepaaren sowie bezüglich ihres Oentralpunktes und ihrer Dop- 
pelpunkte bisher erörtert worden ist, geht hervor, dass eine Invo- 
lution bestimmt ist 

I) durch zwei Paare zugeordneter Punkte (§. 69, 73); 

3) durch ein Punktepaar und den Centralpunkt (§. 7ö) ; 

3) durch ein Puuktepaar und einen Doppelpunkt (§. 78) ; 

4) durch die beiden Doppelpunkte (§. 79) ; 

d) durch den Centralpunkt und einem Doppelpunkt (§, 81). 

In jedem dieser fünf Fälle ist durch die gegebenen Elemente 
zu irgend einem Involutionspunkte der zugeordnete bestimmt und 
die Lösung der betreffenden Aufgaben durcli Construction ist tbeils 
unmittelbar angegeben, tbeils nahe gelegt zu l) in §. 84, 1 , au 2) in 
§.84,3, zu3)in§. 79, I,zu4) in §. 79, 3, au 5) in §. 81. 

Die Aufgaben lassen noch verschiedene Abänderungen zu und 
es mag hier nur noch die Construction eines involutoris eben Punkte - 
paarcs , dessen Mittelpunkt ausser den äbrigen die Involution be- 
stimmenden Elementen gegeben ist, kurz angedeutet werden. 

I. Aufgabe. Gegeben die Punktepaare A und A\ B und ff 
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und der Mittelpunkt S des dritten Paaree, es Bollen die Punkte des 
letzteren bestimmt werden, 

DnrcL* einen in der Ebene beliebig angenommenen Pnnkt G 
lege man zwei Kreise, welche resp. die Abschnitte JA', B£^ als 
Sebnen faesen und in einem zweiten Punkte G' sich schneiden. 
Hierauf construire man durch G und G' einen dritten Kreis, dessen 
Mittelpunkt auf der durch P/ zur AB senkreckt gelegten Graden 
sich befindet. Dieser durchsehneidet die Grade AB in den beiden 
gesuchten Punkten C, C'. Berührt der Kreis die Grade, was nur 
in W stattfinden kann , so ist N selbst ein Doppelpunkt. Trifft der 
Kreis die Grade gar nicht, so siud die beiden gesuchte.n Punkte t'C 
. imaginär, für welchen Fall die Bedingungen sogleich erörtert wer- 
den sollen. 

Greift von den beiden Abschnitten AA', BB' einer in den an- 
dern ein, so kann man die Construction dadurch vereinfachen, dass 
man tiber diesen Abschnitten als Durchmessern Kreise be- 
Bchreibtund dann durch deren Durchschnittsp unkte einen Kreis legt, 
dessen Mittelpunkt N ist. 

Die Richtigkeil der Construction en folgt unmittelbar aus §. 76. 

Gleichungen, welche den Abschnitt iVC unmittelbar enthalten, 
giebt die Kelation I. §. 9l , in der man zur Vereinfachung Q mit N 
znsammenf allen lässt, d. i. die Gleichung 

W' .LM= NA. NA' . MN+ NB . NBT . iVI, 
sowie V.§. 95 L 

TT' IHN + MB'. Sl. +1k' . L!H + LM . M/V. NL ^ 0. 

3. Aufgabe. Gegeben ein Puuktepaar A und A', der Cen- 
tralpunkt und der Mittelpunkt JV eines anderen Paares C und C, 
au bestimmen die Punkte des letzteren. 

Man lege durch A und A ' einen beliebigen Kreis, sowie durch 
eine Grade, welche denselben in zwei Punkten G, G' treffe , be- 
schreibe hierauf einen Kreis , welcher durch diese beiden Punkte 
G, G ' geht, und sein Centrum auf einer durch iV gelegten Senkrech- 
ten zu AA' hat, so schneidet dieser die Grade AA' in den beiden 
gesuchten Punkten C, C, die in den einen Berührungspunkt N zu- 
sammenfallen, wenn dieser ein Doppelpunkt der Involution ist, oder 
imaginär sind, wenn der Kreis die Grade AA' gar nicht trifft. 

Zur Aufstellung der Bedingungen, unter welchen C, C imaginär 
werden, bemerke man, dass aus 
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OC.OC'z^O^.OA' and 

OC. OC'=T.'ÖN*—NC^:= ÖN'—NC'' (§. 6) 

NC= — ?fC'=± y'öX'— OA.OA' 
sich ergiebt. 

Ist nun dabei ein innerer Punkt des Abschnittes AA', so ist 
OA . OA' negativ, folglich NC unbedingt reell. In diesem Falle ver- 
einfacht sich obige Construction anf folgende: Man beschreibe 
über AA' als Dnrchmesser einen Kreis , lege durch eine Senk- 
rechte auf AA und durch die Durcbschnittspunkte G, G' derselben 
mit dem Kreise einen zweiten Kreis , dessen Mittelpunkt N ist , so 
schneidet derselbe auf AA' die beiden Punkte C, C' ab. Daraus 
geht auch hervor, dass wenn absolut A'G 5 ^-^ isti ^G ^ SA' sein 
muss, oder dass die Abschnitte AA' undCC' in einander eingreifen, 
übereinstimmend mit §. 74. 

Ist dagegen ein äusserer Punkt bezüglich des Abschnittes 
AA', so ist 

ivcl™". I, 

' imaginär ) 



1 OIV' > OA.OA', oder wenn OJV'_^ OE" i 



wobei S einen der Doppelpunkte der Involution bedeutet {§.81); 
d.h. NC oder A^C' ist reell oder imaginär, je nachdem der 
Punkt N ausserhalb oder innerhalb des Abschnittes 
EF der beiden Doppelpunkte liegt, itbereinstimmend mit 
§. 44 und 57 , insofern (CC'EF) = — I sein muss. 

Die Aufgabe lässt auch eii*e mehrfache Lösung dadurch zu, 
dass man zuvor den Punkt JV' construirt, welcher mit N ein involu- 
torisches Punktepaar bildet. Denn ist ON . ON' = OA . OA' , so 
geht der vorhergehende Ausdruck für NC oder ffC" über in 

W* = öS»— ON . ON' = ON . Pi'N, 
oder NC'= NN' .-m, 

wovon die Construction leicht auszuführen ist, 

3. Aufgabe. Gegeben ein Punkte paar .4 und A' ein Doppel- 
punkt E sowie die Mitte N eines andern Paares C und C dessen 
Punkte gefunden werden sollen. 

Man lege durch A, Ä einen beliebigen Kreis, coustnür« dam 
einen zweiten , welcher die Grade AÄ m dem Doppelpunkte E be- 
rührt und den ersteren in zwei Punkten S und.G' schneidet. Die 
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Grade GG' bestimmt dea Centt&lpunkt 0, womit die Aufgabe auf 
die vorhergehende zurückgeführt ist. 

Oder: man bestimme den zugeordneten harmonischen Funkt 
T zu £ bezüglich des Abschnittes AA' und construire C, C nach 
§. 57. 

Auf dieselbe Weise können auch die Ptinkte C , C' bestimmt 
werden, wenn ausser ihrer Mitte iV entweder die beiden Doppel- 
punkte E und F oder ein Doppelpunkt and der Gentralpunkt gege- 
beii sind. 



§. 100. 
nvolutionen am vollständigen Viereck undVier- 
I) Seien A, B,C, D (Fig. 33) die vier Punkte eines Vierecks, 
Fig. 33. dessen Seiten AB, BC, CA, AD, 

BD , CD kurz mit c, a, b, a, 
b', c bezeichnet werden mö- 
gen , 80 dass gegenüberste- 
hende Seiten des vollständigen 
Vierecks mit einerlei Buch- 
staben benannt sind. Sei fer- 
ner l eine beliebige Transver- 
sale in der Ebene des Vier- 
ecks, welche die Seiten des- 
selben a, b, c, ä . , . in den 
Punkten ,», j, «, 3' . . . 
treffe. Verbindet man noch 
den Punkt ,Ä' mit B nnd C 
durch Grade, so hat man nach der in §. 37 bemerktenBezeichnung 

«'(i.oe'e^') = "'(coS'ÄÄ'), 
folglich auch 

'(6oc'W = '(c«»'«Ä'), 
d.i. 

(il^<f^-)=(«^|>-3-) 
oder 

d^«'^') = O'^'«^) {§. 37, 1). 

Diese Gleichung besagt aber nach §, 65 und 66, dass ^ und 
(^', J und y, Ä und «' involutorischo Punktepaare sind und es 
ei^ebt sich hieraus der Satz; 
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Jede Transversale in der Ebene eines vollstün- 
digen Vierecks trifft dessen drei Paare gegenüberlie- 
gender Seiten in drei Punktepaaren, welche eine In- 
volution bilden. 

Zusatz. Legt man dieGraae l durch je zwei Durch Schnitts - 
punkte von gegenüberliegenden Seiton , also entweder durch a • a 
und b • b' oder durch b • b' und c • c oder durch c • c und a ■ a, so fallen 
jedesmal zwei Punktepaare der Involution in einen Doppelpunkt 
zusammen und die nach vorstehendem Satze aufzustellende Invo- 
Intionsgleichnng 

reducirt sich auf 

(ÄC'^P)::^ — I, wenn I durch (fa' und 6 -ft' gelegt ist, 
(^^■|»«}= — l „ / „ b-b- „ c.c „ „ 
(P?'«J^)-^-l „ l „ e-c „ a-a „ „ 
d. i. In einem vollständigen Viereck wird jede Ver- 
bindungslinie der Dttrchschnittspnnkte gegenüber- 
liegender Seiten von den zw#i übrigen Seiten harmo- 
nisch getheilt. 

Hiernach stellt sich der Satz §. 60 als ein specietler des vor- 
hergebenden heraus. 

2) Seien a, ft, c, d (Pig. 3+) dieSeiten eines vollständigen Vier- 
seita , A und A', B und 5", C 

und C die drei Paare gegen- F'g- 34- 

überstehender Ecken dessel- 
ben , oder die Durchschnitts- 
punkte a-b und crf, a'c und 
b-d, b-c und a'd; sei ferner 
S ein beliebiger Punkt in der 
Ebene des Viersei ts, von wel- 
chem aus nach den Ecken des- 
selben die Strahlen SA oder a, 
SA' oder a, SB oder b u. 8. w. 
gezogen sind. Denkt man 

sich noch A und A' durch eine Grade verbunden und sind € und p 
die Durch Schnitts punkte von a mit c und rf, so hat man, A als Strah- 
leumittclpnnkt betrachtet, nach §. 36, 1 

{B€CA') = {C'pB'A'), 
mithin sin (haca) = sin (t'ibV), (§. 36, a), 
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oder sin (bata) = sin (b'aVtt), 

welche Gleichung nach §. 85 anzeigt , dass die Strahlenpaare a und 

a, b nnd b', c und t' involutorisch sind. 

Daher: Die nach den drei Paaren gegenüberliegen- 
der Ecken eines volle täE^tgen Vierseits von einem be- 
liebigen Punkte der Ebene desselben au-s gezogenen 
Strahlenpaare bilden eine Involution. 

Derselbe Satz l^Kst sich auch nach dem vorhergehenden wie 
folgt beweisen; A, B\ S, C kann man als die vier Punkte eines 
vollständigen Vierecks ansehen, dessen sechs Seiten AC', SB', Äff, 
sc' , ffC', SA die Transversale BA' in sechs involutoriscben Punk- 
ten schneiden: folglieh bilden die von S aus nach diesen Punkten 
gezogenen Strahlen ein involutorischea Büschel. 

■Zusätze. Verlegt man denpunkt Sin einender drei Durch- 
schnittspnnkte je zweier Diagonalen des Vierseits, also entweder 
in den Durchschnitt von AA' und BB' , oder von Bff und CC' oder 
von CC' und AA', so fallen jedesmal zwei Strahlenpaare in einen 
Doppelstrahl zusammen und ^e nach vorstehendem Satze aufzu- 
stellende Involntionsgleichung 

sin {abc, c'a'b') = — 1 
geht über in 

sin («'üb) = — ] , wenn S 
sin (an'bt) ^= — 1 ,, & 
sin (bb'd) = — 1 „ i 

d.h. Ineinem vollst 
lenbüBchel, gebilde 
Verbindungslinien i 
den beiden äbrigen 
nisches. (vergl. §. 60 u. 62.) 

a) Wird der Punkt S in unendlicher Entfernung angenommen, 
BO werden die nach den sechsEcken desVieraeits gezogenen Strah- 
len einander parallel, ohne doch aufzuhören, eine Involution zu bil- 
den. Jede Transversale wird somit von denselben in sechs invo- 
lutoriscben Punkten geschnitten, oder: 

Die (Parallel-) Projectionen der sechs Eck^n 
eines vollständigen Vierseits auf irgend eine Grade 
stehen in Involution. 

4) Wird der Punkt Sin einen derDurchechnittspunktevon zwei 
Kreisen verlegt , die über zwei Diagonalen des Vierseits z. B. über 
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BB'undCC'*) (Fig.35) als Durchmessern beschrieben sind,* 
die zwei nach den Eadpnni- 
ten dieser Diagonalen von S 
8QS gezogenea Strahlen SB 
und Sy, SCandSCseukrecht 
anf einander, folglich nach 
§. 88 nnd 89 anch das dritte 
Paar SA nnd SA' der involu- 
tori.schen Strahlen ; und es 
wird daher der über AA' als 
Durchmesser beschriebene 
Kreis ebenfalls durch die bei- 
den Durchs chnittspuntte S 
und S" der ersten zwei Kreise 
hindurchgehen. Also ; 




übe 



Diagonal 
ständigen 
Kreise sc 
S', oderhi 

Hieraus folgt weiter; Dii 



eiden 



)urchmessen^ beschriebene 
ienselben zwei Punkten Sun 
inscbaftliche Sehne SS'. 
Mittelpunkte/., ff, A'der drt 



alendesVierseits Hegen in einer und derselben 
Graden. 

5) Der erstere der vorstehenden Sätze wird als der Boden- 
miller'sche, der andere als der Gauss'sche Satz aufgeführt. 
Man kann den Gauss'schen Satz nicht als eine Folgerung des Bo 
de nmi 11 er 'sehen hinstellen und letzterem auch nicht den obigen 
Ausdruck geben, wenn das Vierseit von der Art ist, dass die drei 
ttber den Diagonalen als Durchmessern beschriebenen Kreise nicht 
zum gegenseitigen Durchschnitt kommen. Die Durchschnitte 
werden aber immer fehlen, wenn (Fig. 36) von den einfachen Vier- 
seiten , die in dem vollständigen enthalten sind (s. §. 60) , das ge- 
wohnliche BCB'C , welches keine überschlagpnen Seiten hat, zwei 
gegenüberliegende innere stumpfe und zwei gegenüberliegende in- 
nere spitze Winkel hat. In diesem Falle kann man den Beweis 
des Gauss' sehen Satzes auf folgende Weise führen. 

Man lege durch die Mittelpunkte L und M zweier Diagonalen 
•) In Fig. 35 ist der Diirclisclinittspnnkt von AB and AB' irrthiimlich 
mit L ettttt mit C bezeichnet 
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AA , BB eine Grade und zu derselben durch eine« (aunächst be- 
liebigen) Punkt eine Senkrechte, auf welche man die secha 
Kcken des Vierseits senkrecht, also parallel der tff, projicire. Die 
HOmit erhaltenen Punkte tÄ und ^', Jl und J', € und €' bilden 
nach vorb ergeh ender Nummer 3) eine Involution. Weil aber die 
Lltl durch die. Mitten von AJ' nnd BB' gelegt ist, so muss auch 
^0 = 0^', JO = 0|>' sein , d.h. die Involution ist (§.82) eine 
syTnmetrische, Es ist daher auch €0 = 0€\ folglich auch 
CN=1>IC: Die Gradeiff geht somit ebenfalls durch den 
Mittelpunkt der dritten Diagonale. 

Sind femer f, C, H die gegenseitigen Durchschnitte der drei 
Diagonalen , von denen je awei harmonische Punkte zn den End- 
punkten der betreffenden Diagonale sind (§. 60 und 63, I), femer 
K der Mittelpunkt und r der Halbmesser dos um das Dreieck FGH 
beschriebenen Kreises, so hat man {§. 51. X.) i^' = IG . ttf nnd 
LG . LU= LK*— r«, folglich 

iLA^:r= LK'- — r*, ebenso ergiebt sich 
NC'= NK^^r'. 
Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit JfiV, 
ÜL, LM und addirt sie hierauf, so kommt 
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b) LA*Mfl+MB'.NL + NC'.LM = 

LK*MN+ m*.NL+ m'.LM—r'(MN+ NL + LIH). 
Nun ist, weil L, Jtf, iV in grader Linie liegen, 
Ä;V+iVL+ijW = 0, 
ferner nach dem erweiterten Satze in §. 8 

M'. HN+MKK m + M'. LM=—LM. MÜ . NL\ 
aomit reducirt sich b) auf 

c) LA'.MN + MB'.NL+NC'.IM + LM.MN. JVZ, = 
oder, wKnn endlich A, und A,, B, und ß,, C, und C, die Durch- 
schnitt ap unkte der Graden LMN mit den über AA', BB", CC als 
Durchmessern heschriebeuen Kreisen sind, also absolut LA = LA, 
= LA^, MB = MBy ^ u. s. w., ist: 

d) M,».*iV+»ß,'.JVi+iVC,».LÄ+iÄ.jtfiV. NL=0. 
Diese Qrleichung z^gt aber nach §, 95 an, dass die Punkte 

^, und vi,, ß, und ff,, C, und C, in In volu tion sind, oder 

Die drei über den Diagonalen eines Vierseits als 
Durchmessern beschriebenen Kreise sclji^eidftn die 
durch die Mittelpunkte der Diagonalen gelegte Grade 
in drei inrolutorischen Fnnktepaaren. 

Der Centralpunkt dieser Involution liegt ausserhalb eines 
jeden involutori sehen Abschnittes , also auch ausserhalb eines je- 
den der drei über den Diagonalen beschriebenen Kreise , wenn die 
Punkte eines jeden Abschnittes gleichartig bezüglich eines an- 
dern Abschnittes sind, oder wenn die Abschnitte nicht in ein- 
ander eingreifen (§. 74) , wenn also auch die Kreise nicht einander 
schneiden. 

Man kann in diesem Falle eine durch O za L!3N senkrecht ge- 
legte Grade als die gemeinschaftliche imaginäre (ideale) Sehne der 
drei Kreise — gewöhnlich Chordale genannt — betrachten und es 
wird in dem folgenden Capitel gezeigt werden, dass sieh auch ewei 
imaginäre Durchschnitts punkte der drei Kreise sowie der gemein- 
schaftlichen Sehne in derEbene der Figur aufstellen lassen, welche 
nichts anderes als die (reellen) Doppelpunkte der Involution A,A^, 
BjBf, CjCf sind, und die reellen Durchschnittspunkte dreier sich 
schneidender Kreise mit ihrer gemeinschaftlichen reellen Sehne 
vertreten*). 

>n der anderen 
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Greifeu indess die involutoiischenAbacluiitte^,i1,, ß|ß|, 0,0, 
in einander ein (Fig. 35) , so liegt derCentrftIpnnkt anf dem ihnea 
gern eioschaftliclien Stücke derGradeuXitf JV; die über den Abschnitten 
als Durchmessern beschriebenen Kreise schneiden sich in densel- 
ben zwei Punkten Snnd^, deren Vefbindnngsgrade SS als gemein- 
schaftliche Sehne der drei Kreise durch den Centralpnnkt geht. 
(Die Doppelpunkte der Involution sind in diesem Falle imaginJir 
und werden, wie später gezeigt werden vird, durch die beiden 
Pnukte S und S' vertreten, a. §. 13S.) 



welches, wie später sieb zeigen wird, zwei charakterigtisclie Gleichangea 
der Chordale sind uad hier aiizei)(eii, dass dieChordule der drelKreiae über 
den Diagonalsu als DnrchmessBrn dnrch den Mittelpunkt K des am F,G,H 
beschriebenen Kreises geht, eine wohl von Herrn|MÖbias (s. Berichte der 
K. S. Oeaellsch. d. Wiss. Z.Leipzig 1854, 8. SSj^ueiat bemerkte Eigen- 
schaft der Chordale der drei Kreise. 



^^^tU-rtf-^^tC'"') /••''" 
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Fünftes Gapitel. 

Geometrische Deutung und Construction imagi- 
närer Werthe und Formen; complexe Doppel- 
verhältnisse und Involutionen. 



§. 101. 
Vorbemerkungen, In den beiden vorhergehenden Capiteln 
ist ea nicht selten vorgekommen, dass, wenn zwiachen gegebeneu 
und göHUchien Abschnitten einerGraden eine oder mehrere Gleich- 
ungeu des zweiten Grades bestehen, die gesuchten Abschnitte und 
deren Grenzpunkte unter gewissen Umständen einen imaginären 
(oder auch complexen) Ausdruck erhielten. In diesem Falle wur- 
den die Punkte oder Abschnitte nach der zeither üblichen Ansicht, 
dass einem imaginären Rechnungs dement ein unmögliches Con- 
structionselemetit entspreche, einstweilen als unconstruirbar hinge- 
stellt , oder wenigstens ihre Construction nicht weiter bemerkt. 
Han weiss aber jetzt, dass ein solcher Funkt oder Abschnitt zwar 
für die Grade, in welcher er eigentlich liegen soll, als unraöglich 
zu bezeichnen ist , wohl aber in einer durch die Grade gelegten 
El>Bne als reeller Punkt oder Abschnitt construirt werden kann. 
Der LeWsata , auf welche« sich die ursprünglich nur auf das Be- 
reich einer Graden beschränkte Relation zwischen den gegebenen 
und gesuchten (variabelen) Elementen bezieht «n'd welcher durch 
die Bedingungen , unter denen eine imaginäre Beziehung hervor- 
tritt , eine EinschrÜnkung zu erleiden scheint , erhält somit durch 
die neue Deutung und das neue Frincip der Construction eine Er- 
weiterung; das Bereich seiner Giltigkeit wird vergrössert 'oder be- 
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Btimmter gesagt, aus den lougimetrischen Beziehungen gehen ent- 
sprechende planime irische hervor. 

Die Deutung und Einführung imaginärer Elemente in die Geo- 
metrie ist, allgemein aufgefasst, ein Mittel geworden, Ausnahmeti 
von Regeln zu beseitigen , verschiedene SpecialsStze unter einem 
hohem Gesichtspunkte aufzufassen und zu einem allgemeinem Satze 
zu vereinigen. Jeder derartige Vorgang in der Wissenschaft ist 
nun nicht ohne gleichzeitige Aufstellung neuer oder erweiterter Be- 
griffe und Definitionen möglich. Sollen diese aber ejÜen wirklichen 
Fortschritt der Wissenschaft bedingen, so müssen in ihnen nicht 
blos die Keime und Elemente für jene ErwMterung der Wissen- 
■ schaft enthalten sein und letztere folgerichl^ and ungezwungen 
aus ihnen sich deduciren lassen, sondern es müssen auch die frühem 
Fundame ntalbegriffo in ihnen ohne innem Widerstreit liegen, sowie 
nicht minder die daraus entwickelte neue Fprm der Wissenschaft 
die frühereu nur assimiliien, nicht ganzlich umstossen oderv^mich- 
ten darf. 

Indem hier die Behandlung und Umformung*) imaginärerund 
complexer Ausdrucke vorausgesetzt wird, soll im Folgenden zu- 
nächst die Theorie ihrer geometrischen Darstellung**) an die im 
ersten Oapitel gegebenen Vorbemerkungen (§. 1 — 8) geknüpft 
werden. 

So lange die gradlinigen Abschnitte als zu nur einer Gfraden 
gehörig angesehen werden , bedarf es zu ihrer Unterscheidung 
ausser ihrer Grösse oder Länge nur noch des Zeichens, weiches 
ihre Richtung alä mit der angenommenen Grundrichtung der Gra- 
den ühereinstimmend oder als entgegengesetzt bezeichnet. Hierauf 
gründet sich die Anwendung der Zeichen + und — , sowie die der- 
selben entsprechende Kegel für die Stellung der Grenzbuchstaben 
eines Abschnittes, aus welcher unmittelbar mehrere allgemeine Re- 
lationen für drei und mehrere Punkte und die von ihnen begrenzten . 
Abschnitte einer Graden sich ergeben {§, 1 — 6). Geht man aber 
aus dem engem Bereich einer einzigen J&raden heraus iiMas Ge- 
biet der Ebene ttber und betrachtet Strecken oder Abschnitte von 



*) Man vergleiche darüber die Lehrbücher über Analysls , u. a. Schlö - 
milch, Handbuch der algebraischen Analjsia, 2. Auflage. §§.50 — OS. 

**) Nach einer zuerst von Herrn Drobisch (Berichte d. K. S. Ge- 
sellschaft* d. WiBsenach. 2. Bd. (1848) S. 171) gegebenen Ent Wickelung. 
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Graden nicht blos von einer oder der entgegengesetzten, sondern 
von allen mögliehen Richtungen, welche sie in der Ebene liegend 
haben können, so reichen aach znr vollständigen Bezeichnung der 
Abschnitte (nach Grösse und Richtung) die beiden Zeichen -|-, — 
nicht mehr aus. Ist nämlich von der Strecke AB die Länge und 
der Anfangspuikkt Ä bestimmt, so kann, wenn dieselbe in einer 
durch A gelegten Oraden liegen soll , der Punkt B nur an zwei 
Stellen der Graden liegen, welche zu beiden Seiten von A gleich weit 
um die bestimmte Länge abstehen , und die beiden diesen Lagen 
von S entsprechenden Abschnitte der Graden werden dem Princip 
der Zeichen gemäss durch -^AB und —AB oder durch AB und 
BA bezeichnet und unterschieden. Wird dagegen die Voraussetzung, 
dass AB in einer bestimmten durch A gelegten Graden enthalten 
sei, mit derjenigen, dass sie in einer durch A gelegten Ebene lie- 
gen soll, vertauscht, so kann B in allen Punkten einer von A aus als 
Mittelpunkt, mit der Länge von.4£alsEadius beschriebenen Kreis- 
linie liegen oder die Strecke AB kann alle möglichen Richtungen 
der Radien dieses Kreises haben. Soll also eine bestimmte Lage 
von B oder eine bestimmte Richtnng von AB angedeutet werden, 
so mosB zur Bezeichnung AB als der absoluten Länge der Strecke 
noch etwas hinzugeffigt werden, das deren Richtung determinirt. 
Diese Determination kann, wie die verschie denen Coordinatenmetho - 
den zeigen , ihrer Form "nach sehr verschieden gewählt werden. 
Eine der einfachsten Formen dafür ist diejenige, nach welcher die 
Richtung von AB durch den Winkel angegeben wird , den diese ' 
Strecke mit einer ein für allemal festgelegten Graden oder Bich- 
tiingsaxe x bildet. Denn bezeichnet man wie üblich den Winkel 
zweier Graden als den Bichtnngsunterschied -derselben, so 
liegt dieangegebeneDetermination der Richtungeiner Gradendurch 
den Winkel derselben mit der Richtungsaxe als reine Umkehrung 
dieser Definition sehr nahe. Es bleibt mithin noch übrig, dieForm 
der Verbindung anzugeben, in welche der Winkel oder eine den- 
' selben bezeichnende Grösse mit dem absoluten Längen aus druck 
AB gebracht werden soll, damit die bezeichnete Strecke sowohl 
nach Grösse wie nach Richtnng vollständig und nach den Üblichen 
Rechnungso^erationen hinreichend flexibel bezeichnet ist. Mit an- 
dern Worten; es ist die Funktion zu bestimmen, nach welcher die 
zur Strecke gehörige Winkel- und Längengrösse mit einander zu 
verbinden ist. 

WiliKhcl, neusra Geometrie. 9 
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§. 102. 

Richtungsfactor einer Strecke. Es bezeichne [AB] 
eine Strecke nach Grösse und Richtung zugleich -auf gef aast, ABdie 
Strecke Ton derselben Länge , wenn sie ihrer Richtung nach mit 
einer in der Ebene angenommenen Rieh tangsaxe übereinstimmt (pa- 
rallel oder gleichgerichtet mit arist)*), ferner « den Winkel a:'[^ß] 
oder -4B*[.4^] (oder o, wie üblich, die Länge des dem Winkel 
a^[^B) entsprechenden Bogena eines Kreises, dessen Radius = 1 
ist) und 

a* {AB, e) 
die zu bestimmende Funktion, welche dem Symbol [AB] gleichbe- 
deutend ist. Setzt man zur Strecke [AB] ein Stück [BC] in der- 
selben Richtung hinzu, so bildet dasselbe, so wie auch die Grade 
[AC] mit der Elchtungsaxe x (oder resp. mit BC, AC) denselben 
Winkel a. [BC] und [AC] müssen demnach durch Funktionen von 
derselben Form, in welchen a unverändert vorkommt, -45 dagegen 
resp. durch BC und AC vertreten ist, wiedergegeben werden ; d. h. 
man hat 

[ßC] = O {BC, «) ; [AC] = a» {AC, «}. 

Da aber [BC] und \AC] mit [AB\ in einer Graden liegen, 
und einerlei Richtung haben, so muss in diesem Falle die 
- Relation 

[AB]-\.[BC\ = [AC\ 
ebenso gut wie AB-\-BCt= AC (§, 2) gelten. Man bat somit auch 

<P {AB, o) + 4 {BC, (.) = * {AC, ß) 
oder _____ 

1) a» {AB, o) -f- (P {BC, a) = 0{AB + BC, «) 

Dieser Funktionalgleiehung wird nun einfach Genüge geleistet, 
wenn man AB, BC, AB •\- BC als absolute Factoren zu irgend einet 
andern Funktion von a , welche durch 

»M 

bezeichnet werde, annimmt, d. h. wenn man 

1) 0{AB,tt) = AB.tp{a) 

setzt , wobei AB die oben bezeichnete Bedeutung als einer mit der 
Richtungslinie übereinstimmenden Strecke hat. 

Es ist demnach noch die Form von ip {a) zu bestimmen. Zu 
dem Ende nehme man eine andere Strecke [-45'] an (Fig. 37), welche 

*) Demnach auch den absolaten Werth der häoge von [AB]. 
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Fig. 3T. mit ys] den Winkel ß, mii'x oder A^ * 

also den Winkel « + (ä bilde , librigent) 
aber von derselben Länge wie [^J] sei. 
Für dieselbe wird nun 

\AB^\ = AB'..,p{u'\-ß), 
oder, weil absolut A^ = AB ist, 
A B X*" 3) [AB'] = AB.q,{a + ß) . 

sein. Da aber [A&] mit [AB] den Winiel ß bildet, so kann mau, 
insofern [AB^ auch anf [AB] als Ricbtungslinie sich bezieben lässt, 
setzen ^ 

[AB^==[AB\.g>(ß). 
SubstituirP man nach 2) AB . if> (a) für [AB], so ergiebt sich 
"[A^\ = AB.;f{^).v{ß) 
und in Verbindung mit 3) nachWeglassung des gemeinschaftlichen 
Factors AB 

4) ,p{a-Vß) = fp{a).,f{ß). 

Dieser Gleichang entspricht die allgemeine Exponentialgleichung 

und man hat somit ' 

. {AB] = a,''.AB, • 

worin a eine noch näher ^a bestimmende Constante ist. Dieselbe 
lässt sich aber durch zw^ zusammengehörige particnläre Werthe 
von [AB] und a ermitteln. Nimmt man nämlich an, dass der Win- 
kel von X und \AB] einem gestreckten gleich ist, wofür [AB] in — AB 
und « in « übergeht, so wird aus der letzten Gleichung 
—AB = a^ . AB, 



{-l) = «»unda=(-l)- 
folgt. Betrachtet man also von zwei Funkten A und B der Ebene 
den ersteren als Anfangs- , den andern als Endpunkt eines grad- 
linigen Abschnitts, so wird derselbe sowohl nach Länge wie nach 
Richtung durch das Product seiner absoluten Länge und eines 

Factors (—1)", welcher der KichtungsfaJtor heisse.d.i. durch 

A) (_I)«,^B 

bezeichnet; dabei ist « die in Theilen des Halbmessers =1 ausge- 
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drückte LSuge des Bogens, durch welchen der Neigungswinkel 
sfAB des gedachten Abschnittes gegen eine in der Ebene festge- 
legte Richtungsaxe x gemessen wird. 

DieBenrlbeilung der Winkelgrössen erfolgt übrigens ganz nach 
den §. 9 n. f. erörterten Principien. 

Statt des eben genannten Ansdrucks soll bisweilen als gleicb- 
bedeat^d der symbolische 

B) * \AB\^, 

welcher nun keiner ErUuterung mehrbedarf, oder auch, wennMiss- 
ve^tändniss nicht zn befürchten ist, der abgekürzte 

wobei a = x^ABw\ ergänzen ist, zur Anwendung kommen. Ebenso 

i 
bedeutet dann \BC\ oder \BC\^ soviel als (— l)". £C, wobei unter 
^ der Winkel oder Bogen !x!^BC zu verstel^n ist. 

§. 103. 
Besondere Werthe des Kichtungsfactors. 1) Setzt 
man «= — - , oder den Winkel des Abschnittes und derRichtungs- 
aze als einen rechten voraus, so hat man 

\AB\^ = (—1)4 . AB = AB. }/^=i.AB, 



wobei y — 1, wie üblich, kurz durch t bezeichnet ist; d. h. der zur 
Liingenbezeichnung irgend eines Abschnittes hinziigeftigte soge- 
nannte imaginäre Factor ]/ — I = i dentet eine senkrechte 
Richtung des Abschnittes zu der die positive Ricbtnng reprtiseQ- 
tirenden Richtnngsaxe an. (Fig. 38 a.) 

Fig. 38a. u. 38b. ^) ®*"^* man «= -^, 
oder den Winkel des Ab- 
> Schnittes und der Rich- 
tnngsaxe gleich drei Rech- 
ten voraus, so hat man 

[AB]^^={~})^.AB 
T 
= — AB |/^ =~ . AB, 
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d. h. eine znr Torfaet^ehenden entgegengesetzte Bjclitnng tat den 
Abschnitt. (Fig. 38b.) 

3) die Werthe a = und n = n geben 

[AB]a=(—})*.AB= + AB 

yB]^=(—l),AB = ~AB 
d. b. die beiden einander entgegengesetzten aoj^nannten reellen 
Werthe des Abschnittes. — Man erkennt somit , dass die beiden 
Zeichen -|- und — , als Richtnngscoefficienten für gradlinige Ab- 
schnitte , particuläre Werthe eines allgemeinen Bichtungsfactors 

( — I)" sind, und dass in derselben Weise auch + )/■ — I als Rieht- 
ungsfactoren für die beideaandeniCardinalrichtungen in derEbene, 
d.h. für die beiden anf jenen senkrechten Richtungen, aufzufas- 
sen sind. 

Hieraus erhellet noch, dass, wenn in einer Ebene eine der bei- 
den reellen Richtungen — z.B. die positive — und eine der beiden 
imaginären — z. B. die positive — bestimmt sind , damit auch der 
positive oder negative Sinn für die Winkelgrössen angedeutet ist. 
(§.9 u.d.f.) 

4) Der Ausdruck ( — 1)* kann auf verschiedene Weise in den 
bekannten 

cos « + j/ — I . sin a oder cos a + isin u 
verwandelt werden.*) Die entsprechende Gleichung 
[AB]„ = AB (cos a + t sin a) 

= A'^-^iA"S^'=zABt-\-iB,B 
(Fig. 39) giebt noch eine andere geo- 
metrische Dentiing : {AB^^ ist die 
Summe der beiden rechtwinkligen 
Projectionen des Abschnittes auf 
zwei zu einander senkrechte Projec- 
tionsazen, deren eine mit demselben 
den Winkel u bildet und der Richt- 
nngsaxe in der Ebene ptirallel ist. 

*) Unter andern dadurch, dua man sei 

mithin nach dein Mo ivre 'sehen Satse 



Fig. 89. 



T->X 
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5) Bekanntlich nenat man emen Ausdruck wie 
fi + iv oder q {cos <p + i sin (p), 

tet, einen complexen Ausdruck, p oder pcostp den reellen, t'voder 
igsintp den imaginSrenTheil desselben, Terner q denModnlüs 
undqo die Amplitude. Nach dem VorheFgehenden ist die geomet- 
riBche Deutung der genannten Grössen einfach die, da9B,weun man 
den complexen Werth durch einen gradlinigen Abschnitt darstellt, 
der Modulus die absolute Länge desselben, dieAmpiitude 
den Winkel bezeichnet, welchen die durch die Aufeinanderfolge 
der Buchstaben bezeichnete Hichtung deä Abschnittes mit der po- 
sitiven Richtung einer Richtungsaxe bildet, femer der reelle 
Theil gleich der rechtwinkligen Projection des Ab Schnit- 
tes auf die Richtungsaxe und der imaginäre Theil gleich 
der rechtwinkligen Projeetion auf eine zur Richtungs- 
axe senkrechte Grade ist. 

§. 104. 
ZusStze. I) Die Relation ß^ = — JB (§. I) gilt auch für 
complexe Ausdrtlcke, oder es ist 

I. [BA]„ = ~ [AB]„ und allgemein [Bj] = — [AB]. 

[ Mb = (— 1)' . BA^~{— I)" AB 

=^{-\)'~^..iB, 
d. h. [A-^Ja ist einAbschnitt dessen durch^S bezeichnete Richtung 
mit der Richtungxaxe einen Winkel tt+n bildet, also die entgegen- 
gesetzte Richtung von [AB]^ hat, im Übrigen aber demselben «n 
Länge gleich ist , folglich ist 

[BA]„ = -[AB]i. 
3) Zugleich erglebt sich hieraus, dass auch 

ist, was sowohl mit §. 13, 3 übereinstimmt, oder eigentlich derselbe 
Sata ist, als auch mit 4) des voiherg. §., wenn n+ «statt a gesetzt wird. 
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§. 105. 
Lehrsatz. Sind A, B, Cdrei beliebige imAUgemeinen nicht 
1 einer Graden liegende Pnnkte, so ist immer 

( [AB] + [BC] + [CA]=0, 

■ t[AB] + [BC] = [AC], [AB]~[AC\ = 



Bilden die Seiten AB, BC, CA des 
Dreiecks ABC {Fig. 40) mit der Kich- 
tnngsaxe x, reap, die Winkel y, a, (J, 
sind^'-ff", ^C', C'^'diorechtwinkligen 
Projectionen der Drei eck seeiten auf 
diese Äxe und A"^' , 1^'C", C"A" die 
Projectionen auf eine zur x senkrechte 
Grade, so ist (103, 4. 5.) 

\AB\y = AB {cos y + i sin j-) = A'B' + i 
[BC]„ = BC {cos a + i sm a) = B'C' + i 
[CA\p = CA {cos ß + t sin ß) = C'A' + i' 
wobei y — I wie oben durch i bezeichnet ist 
Da nun 

A'^ + ^C' -^-CÄ'^a, 
A"B"+S"C"+C"a:'=0, 



= [CB] etc. 
Fig. 40. 



c--- --^C 

A' B' C' 



.A"B", 

'b"c'\ 

C"A"; 



[AB[^+[BC]^+[CA\ß = 0. 

Hierans und mit Benutzung von T. ergeben sich die andern un- 
ter II. aufgeführten Beziehungen. •" 

Anmerkung. Dieser Satz drückt die Zusammensetzung und 
Zerlegung (geometrische — auch innere — Addition und Subtrac- 
tion) der Linien aus, deren sich insbesondere Herr Moebius allge- 
meiner und durchgreifender bedient hat , namentlich in seiner 
„Statik" und in der ,, Mechanik des Himmels". Stellen [AB] und 
[Bü] nach Richtung und Grösse zwei auf einen Punkt wirkende 
Kräfte — oder die von ihnen hervorgebraohtenBewegungen — vor, 
so stellt [AB] + [BC] = [AC] nach Richtung und Grösse die Resul- 
tant^Ser Kräfte — die aus beiden zusammengesetzte Bewegung — 
vor. (Parallelogramm der Krüfte.) 
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§. 106. 
Znsätze. 1) Dia Gleichung der complexen Abschnilte 

ist somit als der Gomplex der beiden Gleichungen 

iABcoaY + BCco!ia + CAcosß=Q 
^' } AB sin y + BC sin a+CAsinß=0 

anzusehen, UBd ebenso läset sich bekanntlich jede andere Gleich- 
.nng mit complexen Ausdrücken in zwei Gleichungen spalten, von 
denen die eine die Beziehungen zvischen den reellen , die andere 
die zwischen den imaginSreu Grössen darstellt, 

2) Ans den beiden Gleichungen 2) folgt noch 

BCcos a CA cos ß BCsintt CA sin ß 

cos y cos y sin y sin y ' 

BC{cos a siny — sin a cos y) = CA(^sin ßcosy — cos ß sin y), 
■BC:CA = sin{ß—y):sin {y—tt)\ 
ebenso 

CA : AB =sin {y—a) : sin (e— (J), 
oder znsammengefasst : 

AB : BC : CA =^ sin (o —ß) : sin (ß—y) : sin {y—a). 
Da nun 

ff = cc^BC, ß = ic'CA, y = 3^ AB, 
so ist (§. 11,11.) 

u—ß = od'BC— afCA = CA^BC= — BC^CA 
ß~y = x''CA—afAB=^AE'CA=~CjtAB 
y ~a=^AB—x^BC=BC^AB=—dB^BC, 
folglich 

3) AB: BC:CA = sin BC^CA : sin C^AB : sin'AB'BC, 

oäet wei]. BC^CA = ISO" + CB^CA= I8l0'>+BCA= 180"— ACB ist, 
AB: BC:CA = sin ACB : sin BAC : sin CBA *) 



*) Man kaoB^ derselben Beiiebung anch folgenden Äaednick gehen. 
Seien a, J,'c drei 8rade einer Ebene , a'b , 6'c, fa ihre gegenseitigen 
Durchs cb n itts pn nk te , acb, bac, cba die drei zwisehen diesen Durcbschnitts- 
punkten liegenden Abschnitte oder Seiten des Dreiseits, so ist ^ 

, sm a^b : sin l^c : sin c^a = acb : bac ; cba, 
wobei sowokl die ^Vinkel nach einerlei Sinn, als auch die Seiten in ein and 
demselben aber beliebigen Zuge zu durchlaufen sind, (vergl. 8, 12.) 



jM,Googlc 



— 137 — 

d. i. die bekannte Relation zwischen den Seiten und Sinussen der 
gegenüberstehenden Winkel eines Dreiecks; wobei zngleich 
dfts Priucip der Zeichen Bowohlnach §. 9 und 10 als g. 16 
beobachtet ist. 

Die Anwendung dieses Pnncips auf die Proportion 3) lüsstsich 
festhalten, wie aach die positiven Bichtnngen der drei Seiten des 
Dreiecks ABC bestimmt werden mögen. Denn sind allgemein a, b, c 
drei beliebige Grade in einer Ebene, von denen a und b inC, b und c 
in A, c und a iuB sich schneiden, und sind die positiven Richtungen 
der durch A, B, C bestimmten Abschnitte und der Graden a, 6, c 
bezeichnet durch 

BC, AC, AB, 
rindfemercr,^, ]• die Winkel, welches, b,eniit irgend ernerRichtnnge- 
linie x bilden, wobei noch der positive Sinn beliebig festgesetzt 
werden mag, nach dem die Winkel (§.9) als positiv.gerechnet wer- 
den, so hat man nach §. 10& II. zunächst 

[AB]-\-[BC\ + {CJ\ = (i, 
femer, weil (104, l) 

oder [AB\ + [BC]„ + [C^, + ,, = 0. 

Hierans einlebt sich auf dieselbe Weise wie oben 

AB : BC: (-C4 = .i» (.-« :m(^-rt :.ta (,-.), 
oder 

AB : BC: CA = Sm («—«—^ : s,Vi(„ + (J—y) : „V, (/—er) 
^ -gin{„—ß):-im{ß-y):siniY—a). 
Beide Ans drücke sind, wie man sieht, dieselben und reduciren 
aich auf 

AB:BC:AC= sin BC-AC: sin AC^AB : sin AB^BC, 
d. i. eine Proportion, die mit BerUcksichtignng der nach §. 1 und 9 
lu benrtheilenden Zeichen der Abschnitte, wie sie vorausgesetzt 
sind , und der Winkel vollständig mit der bereits aufgestellten (3) 
übereinstimmt. *) 



*) Vergl. j|.35andM5biaB, Theorie d. KreiBrarwandtschaft S. 53 
AnmerkA;, oder Abhandlnn^en d. K. S, OeeellEcbaft d. Wissenscb. : 
Leipti^im-i. S. 45. 
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i'' RcductioneinesVierecks asfeinDreiek. Sowie die 

' Gleichung AB + SC+CA~0 der Ausgaogspunkffür mehrere Re- 

Ifttionea beliebiger Punkte einer Graden geworden ist, z. B. III. u. 
IV. in §, 4 n. 7 ; ebenso und ganz auf demselben Wege werden 
aus der entsprechenden mit complesen Abschnitten [^0l-|-[6(^ 
•\- [C/^ = sich nicht weniger ähnlich gehildete Relationen zwi- 
schen complexen Abschnitten oder zwischen beliebigen Pnnkten 
einer Ebene ableiten lassen. So hat man demnach awiecben be- 
liebigen Punkten einer Ebene 

III. [AB] + [BC] +[€!)] + ...+ [MN] + [NJ] = 0. 
Desgleichen gilt zwischen vier beliebigen Punkten J, S, C, D 

einer Ebene und den dadurch bestimmten Abschnitten dieRolation 

IV. [AB] [DC] + [BC] [DA] + [CA] [DB] = 0. 

Für die weitere Untersuchung derletzteren bezeichne man kurz 
durch a, b, c, o', b', c nach Richtung und Grösse resp. die Abschnitte 
BC, CA, AS, DA, DB, DC, mit a, ß, y, a, jS', / die Winkel x'a, x-b, 
x''c, x*«', x'b', x''c'. Diesen Bezeichnungen gemäss heisst zunächst 
die Gleichung IV. 

Da nnn 

H„M.-=W(-i)"^ 

= W(eo, (.+ „•) + ,,»(„ + .■)) 
ist und ebenso die beiden andern Producte umgeformt werden kön- 
nen, so gieht die Gleichung nach Trennung ihrer reellen Glieder 
von den imaginären die beiden folgenden 

aa' cos («+«') + 66' cos (j3 + j3) + cc cos {y ■\- y) =0, 
aasin{a^-a) + bh'sm{ß + ß) + ccsm{y + y) = Q, 
woraus, ebenso wie in §. 106 aus 4) die Proportion 3), hervorgeht 
«»■: bb':ce'= litt iß + ff — y—j~l:ia (y + /_„—„■) 
:«■«(" + «'-?-«■ 
Sind nun f, g, h drei Grade in der Ebene, welche mit dfij Rich- 
tungslinie X die Winkel resp. n + n', ß -i- ß^, J" + y' hilde^uifil sind 
H, F, G die Durchschnitte resp. von /"und g, g und k, h »d. / , : 
hat man 
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i) BC . DAiCA. DB: AB .DC = GH: HF: FG. g 

Da ferner Doch den Voraussetzungen ' 

so ist 

(a + a ~ß—ß')=a^a~-a:^b ■i-x'-a—x'-b'^x^a — x^b'+x^a-^x^b 

= xy-x^g; 
folglich nach §. 12 

oder, wenn man die Seiten des Dreiecks nnd Vierecks nach ihren 
Endbuchstaben bezeichnet und von jedem Winkel den entgegen- 
gesetzten nimmt, 

( GH^HF=B(rCA + DA-DB = BC^DBJfD^CA; 
) ebenso findet sich 

j BF^FG = C^ÄB + DB^BC = CA'^DC + DB^AB ; 
( FG'GH = AB^BG+ BC'-BA=AB^BA+ DC^BC. 

Die Beziehungen 1) und (t) besagen nun Folgendes : Constxuirt 
mau zu einem vollständigen (§. 61) Viereck ABCD ein Dreieck 
FGH, dessen Seiten die aus den Winkeln des Vierecks nach /i) be- 
stimmten Winkel mit einander bilden, so verhalten sich die Seiten 
des Dreiecks wie die Producte von je zwei gegenüberstehenden 
Seiten des vollständigen Vierecks. Es mnss daher auch jedes die- 
ser Producte kleiner als die Summe der beiden andern sein, und 
mit drei Graden, deren Längen jenen drei Producten proportional 
sind, wird stets ein Dreieck construirt werden können, dessen Win- 
kel den in ji) angegebenen Winkelsummen — oder je nach dem 
Sinne , in welchem das Dreieck construirt ist, den Ergänzungen zu 
360" davon — gleich sind. 

Den Winkelausdrücken unter ju) können noch andere ssbsti- 
tuirt werden. Nach §. 13, 3 u. 4 ist 

GÜ^HF:= BG^HF+ 180°, BrCA = CB^CA + 180" U. s. w. 

D^CA = AB^AC u. B. w. 
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Demgemäse köonen die Gleichungen fi) auch geacbrieben werden 
BC^NF = Cff-CA + DA^DB = BC^BD 4- AD-AC 

U. 8. W. 

odej^^^^k man den durch HG''nF angedeuteten Winkel nach der 
gev^^^Ben Schreibweise mit GBF (§. 18) bezeichnet und rück- 
wärts auch einen mit den üblichen drei Buchstaben genannten Win- 
kkel nur in diesem Sinne anffaset: 

I GBF = BCA + ABB = CBD + BAC, ebenso 
(i) } HFG = CAB ■\- BDC = ACD + DBA, 
l FGH = ABC + CDA = BAD + DCB. 
.Weil endlich BCA = —ACB, C£/) = — i)5Cu.s.w.ist (§. J8), 
so können statt der Ausdrücke unter fi') auch folgende gesetzt 
werden 

i(iHF= ABB — ACB==DAC—DSC, 
BFG = BDC—BAC=DBA—DCA, 
FGH= CDA'—CBA = DCB~DAB. 

Die Gleichungen i), ji), f*'), ji") gelten übrigens, wie auch die 
positiven Richtungen der Seiten des vollständigen Vierecks sowie 
des Dreiecks festgesetzt werden. Denn die Gleichung II. §. 105 
schliesst die Beziehungen 2) und 3) §. 106 ganz allgemein und so 
ein, dass diese von einer be sondern Richtung der Abschnitte in IL 
unabhängig sind, femer ist die Gleichung IV. ebenso allgemein ans 
II. abgeleitet, mithin können auch alle aus IV. nach denselben 
Principien gemachten Folgerungen, wie i) . . . n'), keine besondere 
Voraussetzung einschliessen , nach welcher eine der beiden Rich- 
tungen einer jeden Vierecks- oder Dreiecks seite als die ausschliess- 
lich positive anzunehmen wSre. 

Uebrtgens kann man sich auch in eben der Weise davon 
überzeugen, wie dasselbe bezüglich der Relation 3) dargethan wor- 
den ist. 

Die Resultate X) , (t") oder ft") lassen sieh wie folgt in Worte ■ 
fassen : 

Multiplicirt man die Maasszahlen der gegenüber- 
stehenden Seiten eines v ollständigen ebenen Vier ecke 
(.4, ff, C, 5), so kann man mit drei Linien, welche den drei 
Producten (.iJ9./»C, BC. 0-J, C-J.flß) proportional 'sind, ein 
Dreieck {FGH) construiren. Jeder Winkel (wie B) die- 
ses Dreiecks ist dem Unterschiede der Winkel des 
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Vierecks {ADB — ACB oder DAC^DBC) gleich, anter 
welchen von den zwei Seiten [AB oderi>C), deren Pro- 
ductderdemWinkel {H) gegenüberstehenden Dreieck- 
se ite(J'G) proportional ist, jede von den beiden übrigen 
Pnnkten des Vierecks {AB von D und C oder 2*6' voi^pBd B) 
aas erscheint. * 

Sind daher bei einem vollständigen Viereck von 
den drei Verhältnissen zwischen den gedachten drei 
Prodncten und von den drei Winkeldifferenzen— sind 
von diesen sechs Stücken irgend zwei gegeben, so kann 
man darans die vier übrigen finden — nnd zwar ebenso, 
wie man bei einem Dreieck aus irgend zweien der sechs Stücke, 
nämlich der drei Verhältnisse zwischen den Seiten und der drei 
Winkel, die itbrigenvier bestimmen kann. 



§■ 108. . 

Zusätze. 1) Bilden drei der vier Punkte etwa A, B, C ein 
gleichseitiges Dreieck, so verhalten sich die Produete der Vierecks- 
seiten, wie die Entfernungen der genannten drei Punkte vom vier- 
ten, oder wie DC, DA, BB. Aus diesen kann also unmittelbar das 
Dreieck (GffF) eonstmirt werden , dessen Winkel den Winkeldif- 
ferenzen ABB — ACB u, s. w. gleich sind. 

2) Liegen A, B, C, D in einem Kreise nnd zwar C und D auf 
verschiedenen Seiten von AB, so ist nach §.21 

ADB—ACB^im", BDC—BAC = Ü, CDA — CBA = 0, 
folglich nach n") 

l)GffF=ieo'', i)ffFG = 0, ä)FGB = 0. 

Jede dieser Gleichungen deutet an, dass die Punkte F,G, ff 
in grader Linie liegen nnd zwar nach l) insbesundere , dass der 
Punkt ä awischen F und fi sich befindet. Man hat soinit auch in 
absolutem Sinne GH •{■ BF =^ FG. Substituirt man diese Belation 
in Jl) , so ergiebt sich 

BC. DA + CA. DB = AB.DC, 
d. i. der Ptolemäische Satz zwischen den Seiten nnd Diagonalen 
eines Sehnenvierecks., in welchem'nur die Diagonalen nicht die 
Seiten innerhalb des Kreises zum Durchschnitt kommen. Auf ein 
ähnliches Resultat wird man auch geführt, wenn man die Punkte C 
und D zu einerlei Seite der JB liegend annimmt. 
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Einfache Verhältnisse zwischen Gomplexeu Ah- 
Bchnitten, oder complexe Verhältnisse, l) Sind A, B, C 
drei üBflft in grader Linie liegende Punkte und setzt man das Ver- 
hältniss zwischen den complesen Ahschnitten [AC] , [CB] 

(S^ =' + ■> = '("»"' + ""») 

wobei 9 = ^i*+ fi* und igip= -~ ist, so ergehen sich aus denvor- 

hei^ehenden Erörterungen fttr p und tp noch folgende einfache Be 
Ziehungen znr Figur ABC. 

Wenn die Richtungen AC und CB mit einer Richtungslinie .r 
der Ebene die Winkel 

a^AC=-~ß, j^CB = a 
hilden , so ist 

IAC]_AC ', \^ , J 

mithin 

wobei -p;^ das absolute Längenvethältniss der Abschnitte AC und 

CB bedeutet, in der Winkelgleichnng dagegen die einmal ange- 
nommenen Richtungen der Abschnitte festzuhalten sind. Nun ist 
ß—a = x^AC—x'-CB = CB^AC 

= CB-CA + n =BCA + n = n—ACB,' 

oder 

Hiernach lässt sich das betrachtete Verhältniss zwifichcn com' 
plexen Abschnitten auch wie folgt umschreiben: 

d.h. Das complexe Verhältniss zweier Abschnitte -hat 
zumModulu^das absolute Verhältniss der Abschnitte 
und znr Amplitude das Supplement (zu 180°) des von 
ihnen gebildeten Winkels. 

Andere gleichbedeutende Ausdriicke.sind: 
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{cosACB — ismACB}, 

•c-0 " =-4'-(- 



1) ' 



Dabei Bind selbatveratändlieli immeT die Winkel als in Eogen- 
theilen eines Kreises mit dem Halbmesser = I ausgedrückt anzu- 
nebmen. 

Das Verhältoiss Ltj, zwischen complexen Abschnitten soll 

kurz ein compleses Verhältniss heissen. 

3) Sind demnach von den drei Punkten -4, ß, C die beiden 

ersten A und ß der Lage nach, femor der Wertb A + « ft = p (fios gp 

\AC\ 
+ isinip) des complexen Verhältnisses !-;— i gegeben, so hat man 
[töj 

für den Punkt C nach dem Vorhergehenden folgende Construction; 

If achdem man den positiven Sinn , in welchem die Winkel za 

rechnen sind, beliebig festgesetzt hat (Fig. 41 a. oder 41 b.) lege man 

in A den Winkel BAP^=(p an die AB an und beschreibe einen 



Fig. 41 a 



u. 41 b 




Kreis, welcher die AB zur Sehne und AT zur Tangente hat, theile 
AB in C nach dem Verhältnias ^C: C'ß =^ p:| , halbire in C" den- 
jenigen Bogen AB des Kreises, über welchem ein Peripheriewinkel 
= n; — 9 ist — oder der mit <p in einerlei Sinne zu nehmen ist 
— und ziehe die Grade C'C, welche den Kreis zum zweiten Male 
in dem gesuchten Punkte C trifft. 

Man hat nämlich, wegemACC" =: C"CB nach einem bekannten 
Satze, ähsolnt 

^ AC ACf , , , 

womit die oben erörterten Bedingungen erfüllt sind. 
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§. HO. 
Zasats. Kimmt m&n dfen Fankt C als einen anendlich ent- 
fernten der Ebene in irgend welcher Kichtuug an, so wird der Win- 
kel -/4Cfi=0 oder Sn, das Verhältniea AC:CB = AC'iC'B absolnt 
=■ I, mithin das coraplexe Verhältniss 

[AC\ AC , ^=~ 



Umgekehrt kann das complexe VerhSltnisB rprA ^ - 
{CB\ 



bestehen, wennp = ^ abBolnt=I und p = n — v4Cß=«also 

v4Cß = 0ist; Bedingungen, welche beide EUgleich nur erfüllt 
werden , wenn C ein unendlich entfernter Punkt nach irgend wel- 
cher Richtung in der Ebene ist. Wollte man nämlich C in der 
Hitte des Abschnittes AB annehmen, wodurch zwar AC:CB=\ 
sich erftillt, so wäre doch ^C£nicbt=0, sondern = n, mithin 

^ = und \wm ^~i~ '- Andererseits würde, wenn C ein Süsserer 

Punkt der Graden AB wäre, zwar^Cß = 0, und qp = Ji sein, aber 
das Vcrhältniss ^ ^ AC : CB kannte dabei nicht der Einheit gleich 
werden. 

Da schliesslich bei jeder andern Lage von C im endlichen Be- 
reiche der Ebene das Verhältnis s [,iC]:[Cß] einen vollständig com- 
plexen Werth behält, so sind hiermit alle Fälle, in denen C unter 
der gestellten Voraussetzung nicht unendlich entfernt liegt, ausge- 
schlossen , folglich u. B. w. 

§.111. 
Co.mj.lexes Doppelv erhältnias. Sind A, B, C,D vier 
Punkte einer Ebene, von denen im Allgemeinen keine drei in einer 
Qraden liegen nnd ist 

1 + i fi = p {cos qp + 1 tin ip) 
der Werth des DoppelverhältnisBes von vier complexen Ab- 
schnitten, oder, wie es kurz bezeichnet werde, des coroplexen 
DoppelverhältniBseB 

[ac]Aäd] 

[CB] ■ [DB] ■ 
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so haben l und k oder q nnd ip nachstehende Beziehungen zur 
Figur. Sei 

so ist ^ (cös y + i si« qo) = -^ ^cos {9 ~ qo") 4- i*/« (g-'—y")^, mit- 
hin n= ^ und Ip = tp — q>" . 
Nach §. 109, 1 ist aber 

" ~CB' ^ ~ DB' 
tp'==n—ACB, <p"^=:n — ADS, 
folglich 

und 



ch 

' die ^ß ala den getheilten Abschnitt und C und D als 



Bezeichnet man auch bei dem complexen Doppelverhältuias 

[CB] ■ [BB\ 

dessen imaginäre Theilungspunkte, berücksichtigt man ferner, dass 
statt — ip sich auch 2n — qpset2ealässt,soenthSlt letztere Gleichung 
folgenden Salz ; . 

DerModulus eines complexenDoppelverhÜltnisses 
ist'das absolute Doppelverhältniss zwischen densel- 
ben Abschnitten; die Amplitude istdaszurvollenUm- 
drehung genommene Supplement der Differenz der- 
jenigen Winkel, unter welchen der getheilte Abschnitt 
von den beiden imaginären Theilungspunkten aus er- 
scheint. 

Zusatz. Da 

[AC\ {AD\_[AC] \BD] 
\CBY [DB\~^[BÄ\ 
ist', so hat man auch {§, 109) 

Wiliichcl, naniir« Geomgliis. )0 
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w—ACB w — BDA 

[CB][DA] CBBa'^ ' ■'■ ' 

_AC BD , !5=(d<'|±^?.-« 
CB- DA'^ ^' 
Man kann also den Modnlus auch als ein Product zweier Ver- 
hältnisse, was schon an nnd für sich klar ist, und die Amplitude 
als das zur vollen Umdr.ehnng genommene Supplement einer Win - 
kelsumme darstellen. Letzteres folgt gleichfalls schon daraus, 
dass -408 = — ßD-4 , folglich ^ = ~(ACB—ADB) = — (ACB 
+ BDA) = in—iACB + BDÄ) ist. 

§.112. 
Symbolische Bezeichnung der complexen Doppel- 
verhältnisse, seines Kodulns und seiner Amplitude. 
Den symbolischen Bezeichnungen der reellen Doppel Verhältnisse 
entsprechend möge nun 

[ÄBCD] a.. c.„pl,x.D„pp.Whä,.n. M : Ji^ = [^j . !|^1 

und 

(ABCD) das absolute Doppelverhältu. -r^ : -jr^ = -t^t^ . -j-r 
Co IfB CB. ÜA 

andeuten, wenn die vier Punkte A, B, C, D in einer Ebene liegen. 
Obgleich die Bezeichnung des absoluten Doppelverhältnisses oder 
des Sfodnlas eines complexen von derjenigen eines Doppel Verhält- 
nisses zwischen vier Punkten einer Graden — wobei bezüglich der 
Abschnitte das Frincip der Zeichen festzuhalten ist — nicht unter- 
schieden ist; so wird doch in jedem Falle aus dem Zusammenhange 
leicht sich ergeben , mit «reicher Art von Doppel Verhältnissen jnan 
es zu thun hat. 

Die Zusammensetzung des Ausdrucks für die Amplitude eines 
complexen Doppelverhältnisses z. B. tp = — {ACB — ABB) von 
[ABCD] , ist in leicht ersichtlicher Weise aus letzterem abzuleiten. 
Man bemerke hierzu , dass die Buchstaben A und B des getheilten 
Abschnittes in den beiden Winkelausdritcken gleichmässig in der- 
selben Ordnung als resp. erster und letzter Buchstabe vorkommen 
nnd dass die Buchstaben C und D der imaginären Theilungspunkte 
in derselben Reihenfolge als Scheitelbuchstaben der Winkel auf- 
treten. Hiemach lässt sich leicht aus jedem beliebigen Ausdruck 
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eines complesen DoppelverhSltnisses die zugehörige Amplitncle be- 
stimmen, so kann man z. B. für [!U!VPQ] zuerst das Scliema 

ans den Buclistaben des getheilten Abschnittes !WN bilden und die 
durch * bezeichneten leeren Stellen durch die Buchstaben der ima- 
ginären Theilpunkte P, Q in derselben Ordnung genommen anstiil- 
len, wodurch man für die Amplitude nach Voraussetzung des 
— Zeichens den Winkelausdruck 

— [MP?I—MQN) 
erliSlt. Da der Winkel schon an und ftir sich als eine Differenz 
angesehen werden kann, nämlich als Differenz der Richtungen sei- 
ner Schenkel, so mag vorstehende Winkeldifferenz {ACB — ADB), 
oder die gleichbedeutende Winkelsumme {ACB-\-BDA) auch als 
D'Oppelwinkel benannt und mit 

L ABCD 
oder schlechthin mit 

ABCD 
symbolisch bezeichnet werden. Bei dieser Bezeichnungsweise, welche 
einer von Herrn Möbiua (s.Anmerk.zu§. 106) aufgestellten nachge- 
bildet ist, ist noch der eigenthümliche schon in der JI o i v r e ' seilen 
Formel enthaltene Paralleliamus von Bechnunga Operationen zu be- 
merken , welcher bekanntlich zwischen natürlichen Zahlen und 
zwischen deren Logarithmen besteht , so dass gewisser Maassen die 
Doppelwintel zu denzugehörigenDoppelverhältniaseninderBezieh- 
ung stehen, wie Logarithmen zu natürlichen Zahlen. Deutlicher ge- 
ben dieses noch nachstehende Erörterungen oder der Algorithmns 
zwischen Doppelverhältnissen und Doppelwinkeln zu erkennen. 

§. 113. 

Doppelverhältnisae und Doppelwinkel derselben 
vier Funkte einer Ebene. Seien A, B, C, D vier Punkte 
einer Ebene , von denen im Allgemeinen keine drei in einer Gra- 
den liegen , so können zunächst ebenfalls 24 comple^e Doppelver- 
hältnisse zwischen den durch diese vier Punkte bestimmten sechs 
Abschnitten (den Seiten des vollständigen Vierecks) aufgestellt 
werden, wie dieses in §,27 bezüglich vier Punkte einer Graden 
geschehen ist. Zwischen diesen Doppel Verhältnissen finden nun 
nachstehende Beziehungen statt: 

10* 
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l) Man hat zunächst (vergl. I. §. 37) 
1} [ABCD] = [BADC] = [CDAB] = [DCBA]. 

Denn es ist mit Berücksichtigang von §. 104 

[AC ] _ [AD[ _ [BD] [BC] __ [CA] [CB] _ [DB] [DA] 
[CB] ■ [DB] ~ [DA] ' [CA] ~ [AD] '' [BD] "^ [BC] ' [AC] ' 
aus gleichem Grunde hat man für die Moduli 

1 a) (ABCD) = (BADC) = {CDAB) = {DCBA) 

und weil 

— ABCD —BADC') 

[ABCD] = {ABCD) (—1) " ; [BADC\ = {ß.40C){~l) " 

u. a. w, 
auch ftlr die Amplituden oder Doppelwinkel 

1 b) ABCD = BADC = CDAB = DCBA. 

Letztere Beziehung lässt sich auch, wie 1 a) unmittelbar, durch 
Auflösung der Ausdrucke in die gewöhnliche Form, in nachstehen- 
der Weise darthun, 

ABCD ^ ACB — ADB = CA-CB~DA-DB 

= x''CB—jf'CA — x^DB + x^DA 
= x'DA — x'CA — {x^DB — a^CB) 
= AC^AD—BC-BD ^ CAD— CBD 
= CDAB; vergl. §. 107 ft') und ft"). 
Ferner, weil ACB = —BCA, ist 

ABCD=ACB—ADB = —BCA + BDA . 

= BADC, und ebenso 
CDAB = DCBA. 
Man kann somit auch von den Beziehungen I a) und I h) aus- 
gehen und damit die Richtigkeit von I) erweisen. 

Jedes complexe Doppelverhältniss , sein Modulua 
und seineAmplitude (Doppelwinkel) tleibt also unver- 
ändert , wenn man in den symbolischen Ausdrücken 
dieser Grössen die beiden letzten Buchstaben mjt den 
beiden ersten und zwar beide entweder in derselben 
Eeihen folge oder in der entgegengesetzten mit einan- 
der vertauscht. 
2) Es ist ferner 

II) [ABCD] [ABDC] -= 1, 

wovon man sich ohne Weiteres durch Umsetzung der symbolischen 

*) Wobei die Doppelwinkel wieder diiroh Bogen eines Kreises mit dem 
Halbmesser := 1 gemeascu vorzustellen sind, verg). 109. 
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Ausdrücke in die gewöhnlichen überzeugen kann. Hieraus oder 
aus dem gleichbedeutenden Ausdrucke 

— ABGD-ABDC 
(ABCD) (ABDC) . (— l) " =1 

folgt weiter 

2 a) (ABCD) (ABDC) =1; 

2b) ABCD + ABDC = 0. 

Vertauscht man also in. dem symbolischen Aus- 
drucke eines complexen Doppelverhältnisses die bei- 
den letzten Buchstaben, so erhält man (wie hei reellen 
Doppel Verhältnissen) das reciprokeDoppelverhältniss, des- 
gleichen auch den reciproken Modulus, wenn man in 
seinem Ausdrucke dasselbe vornimmt. Dieselbe Ver- 
tauschung im Ausdruck der Amplitude oder desDop- 
pelwinkelsgiebt davon den entgegengesetzten Werth. 

Nach I), la), Ib) findet dasselbe auch statt, wenn man die 
beiden ersten Buchstaben des betreffenden Ausdrucks vertauscht. 
Somit ist 



I 
fÄCl 

ABCD = — BÄCD = —ABDC; vergl. 107 n') fi"). 
3) Endlich hat man zwar in Folge der Beziehung 
[AB] . [CD] + [BC] [AD] + [CA] [BD] = (§. 107. IV.), 
auch die Gleichung 

. ni. [ABCD] + [ACBD] = I, 

wornaeh das complementäre complexe Doppelverhält- 
niss ebenso wie das reelle durch Vertauschung der bei- 
den mittler enBuchstaben des symbolischen Ausdrucks 
erhalten wird: doch besteht keine dem ähnliche Ab- 
hängigkeit zwischen den beiden entsprechenden Mo - 
dulis oder absoluten Doppelverhältnisaenundebenso 
wenig zwischen den beiden zugehörigen Amplituden 
oder Doppelwinkeln. 

Denn da die Gleichung III. auf die angezogene Gleichung IV. 
in §. 107 sich stützt, so führt sie nach Einführung der zugehörigen 
Moduli und Amplituden nothwendiger Weise zu denselben Ergeb- 
nissen, welche in demselben §. aus IV. entwickelt worden siad, 
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insbesondere zu den Relationen i) und ft), welcke nach der mittler- 
vetle anfgestellten Symbolik auch folgendermaassen ausgedrückt 
werden können: 

AB .DC : BC.DA : CA. DB = sin ABDC : sin BCDA : sin CADB 
oder 

AB.CD-.BC.AD-.CA.BD^ sin ABCD : sin BCAD : sin CABD, 
mithin 



in ABCD 




3) 



und hieraus ergiebt aich unmittelbar 

3a) (ABCD) (BCAD) (CABD) = I. 

Eine entsprechende Beziehung znischeu den ebenso ausge- 
drückten Doppel wink ein, nämlich 

3b) ABCD + BCAD + CABD = ir 

ist darin enthalten, dass, wie §. 107 gezeigt worden ist, diese Dop- ' 
pelwinkel gleich den drei Winkeln eines Dreiecks sind, dessen Sei- 
ten den Prodiicten AB. CD, BCAD, Cv4.fiß proportional sind. 

Die Relation 3 a) erweist sich auch schon dadurch als giltig, 
dass man die Ausdrücke der drei Doppel Verhältnisse in die gewöhn- 
liche Form umsetzt; desgleichen 3b), weun man die Doppelwinkel 
in die Winke 1 x ununen , welche sie darstellen, auHösst, oder wenn 
man die Gleichungen 

ACB + BAC + CBA = tt 
ADB + BDC+ CDA = 
von einander abzieht. Ans 3a) und 3b) folgt weiter dass 

III a. [ABCD] [BCAO] [CABD] = — I 

ist ; eine Beziehung, die wiederum unmittelbar aus I. , II. , III. nach 
Analogie der in §. 29 gegebenen Ausführung gefolgert werden kann. 

§. 114. 

Zusätze. 1) Die in 3a), 3b) und III a. vorkommenden Dop- 
pel Verhältnisse und Doppelwiukel gehören den durch die vier 
Pnnkte A, B, C, D bestimmten drei einfachen Vierecken 
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ACBD, CBAD, BACD*) 
an, deren Seiten in der durch die Stellung der Buchstaben ange- 
deuteten Auf einanderfolge genommen die Abacbuitte oder Schenkel 
zu den obigen Doppel Verhältnissen und Doppel winkeln liefern. So- 
mit sind zwar nach 1 a) , 1 b) und 2 a) , 2b) die Doppelverhältnisse 
und Doppelwinkel, welche zu einem und demselben Viereck gehö- 
reo, an eine Belation gebunden, indem sie entweder gleich sind, 
- oder in reeiproker Beziehung (resp. supplementärer B. zu 2n) 
stehen; dagegen sind zwei Ausdrücke, welche zwei verschiedenen 
Vierecken angehören, nur in eompleser Form (nach III.) von ein- 
ander abhängig darzustellen. Unabhängig aber bleiben von ein- 
ander die Ausdrücke je zweier absoluter Doppelverhältnisse oder 
Doppelwinkel, die zwei verschiedenen Vierecken angeboren. Erst 
drei Ausdrücke , von denen jeder einem andern einfachen Vierecke 
zugehört, sind durch die Relationen 3a), 3b) mit einander verbun- 
den, so dass jeder Ausdruck eine 'Funktion von zwei den beiden 
Übrigen Vierecken zugehörigen Ausdrücken ist. 

Uebrigens ist leicht zu erkennen , dass mit Hülfe der Bezieh- 
ungen 3), 3 a), 3b) aus irgend zwei unabhängigen Doppel Verhält- 
nissen oder Doppelwinkeln oder aus einem Doppel Verhältnisse und 
einem Doppelwinkel jedes andere DoppelverhSltniss und jeder 
Doppelwinkel berechnet werden kann. 

2) !Noch sei einer bemerkenswerthen Relation zwischen den 
Winkeln je zweier gegenüberliegenden Seiten des durch die vier 
Funkte A, B, C, D bestimmten vollständigen Vierecks hier ge- 
dacht, womit auch die in §. 100 angegebenen iuvolutorischen 
Beziehungen am vollständigen Viereck und Vierseit eine 
Ergänzung und Verallgemeinerung erhalten. Man hat allgemein 
im Dreieck BDC , BD:DC = sm BCD : sin DBC 
CDA, CD:DA=sinCAD:smDCA 
„ „ ADB, AD:DB = sin ABB : *i« DAB, 
wobei nach den Bemerkungen von §. 106 der positive Sinn, nach 
welchem die Winkel zu nehmen sind ganz unabhängig von der po- 
sitiven Richtung des Zuges bleibt, in welcher man die Seiten jedes 
Dreiecks durchläuft. Wie aber auch der Sinn der Winkel und die 



*) Die man erhält, wenn man den cyclüohen Folgen von dreien der 
Punkte, x,.B.ACB, CBA, £<4C den vierten i) au ein nnd derselben Stelle 
biuzufügt ; vergl. §. 29 Anmerk. 
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KicbtuDg der Seiten in jedem Dreieck angenommen wird, so bleibt 
doch immer das Verhältniss der Sinusse der genannten Winkel ei- 
nes jeden Dreiecks positiv , wenn alle sechs Winkel nach einerlei 
Sinn benrlheilt werden. Man hat somit 

siit BCI>. sin CAD . sin ABD 



sin DBC . sin DCA . sin DAB 
oder, weü BCD = C B^ CD = ISO" + BC^CD u. s. w. ist 
sin BC^CD . sin CA" AD . sin AB'BD _ 
sin BD^BC . sin CD'CA . sin AD^AS ~~ 
Bezeichnet man noch 

ßC, CA, AB, AD, BD, CDkwrx mit 
fl, b, c, a, b', c 
wobei a und a, b and b', c and c' bei jeder Lage der Punkte A^ B, 
C, D gegenüberliegende Seiten des vollständigen Vierecks sind , so 
hat man endlich füt letztere Gleichung den Ausdruck 

sin a^c sin b^a sin c'6' 

sin c'^b ' sin a'''c ' sin b'-a 
oder sin {ahc, c'a'b') = — I 

d.i. die sechs Seiten eines vollaiändigen Vierecks 
liegen involu torisch, dergestalt, dassje awei gegen- 
ÜherliegendeSeiten zwei einander zugeo-rdneteGrade 
.ind'). 

Legt man somit durch einen Punkt der Ebene sechs Strahlen, 
welche den sechs Seiten eines vollständigen Vierecks parallel sind, 
fio erhiilt man ein involu tori seh es Strahlenbüschel. 

*) Zu diesem Satze ergiebt sich auf demselben Wege ein ontsprecltea- 
der für das vollständige Viereeit. Sind c, A, c, (f vier Grade einer 
Ebene , von denen im Atlgemeiaen keine drei durch einen Punkt zugleich 
gehen, so ist mit Benntinng der S. 12 bemerkten Beieichnangen :'' 
sin b"d:sindfe=^bcd: dbe 
sin c^d : sin d^a = cad : dca 
sin a'd ■.tind"b=z abd : Aii, 
mithin 

bed . cad , abd 

döc . dca . dab 
oder wenn mtm die Diircliscbnitts paukte 
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Hieraus folgt nach §. 89 , 2. : 

Stehen zwei Paare von Gegenseiten des voll stän- 
digen Vierecks auf einander senkrecht, so stehen auch 
die beiden übrigen Gegenseiten auf einander senk- 
recht. Dieser Satz ist gleichbedeutend mit folgendem bekannten : 

In einem Dreieck gehen die drei Perpendikel von 
den Ecken auf die Gegenseiten durch einen und den- 
selben Punkt. 

§. 1 15. 

Complexe Doppelverhältnisse bei ftlnf und meh- 
rern Punkten einer Ebene. Die in §.31 aufgestellten Rela- 
tionen bezüglich der Doppel Verhältnisse zwischen ftlnf Punkten 
einer Graden lassen sich gemäss §.111 ohne Weiteres auch auf die 
entsprechenden complexen Doppel Verhältnisse zwischen fünf Punk- 
ten einer Ebene übertragen. Hieraas geht femer ein gleiches Ver- 
fahren hervor, bei einem System von fünf Funkten einer Ebene aus 
zwei complexen Doppelverhältnissen , welche drei Punkte gemein- 
schaftlich haben, einen derselben zu eliminiren und jedes zwischen 
den übrigen vier Punkten bestehende complexe Doppelverhältniss 
zu bestimmen. Damit ist auch folgender, dem in §. 33 aufgestell- 
ten entsprechende Satz begründet: 

Sind allgemein bei einem System von n Punkten, 
einer Ebene n — 3 von einander unabhängige complexe 
Doppelverhältnisse gegeben, so lassen sich daraus 
alle übrigen bestimmen. 

Da nun jedes complexe Doppelverhältnias awischen vier Punk- 
ten der Ebene nicht blos durch das gleichlautende absolute oder 

also die Abschnitte 

bcd , cad, abd , dbe , den , dab 

AC, SA', CB\ B-A, CS, A'C 
beieichnet; 

AC BA' CB' 

CB' A'C' B-A~ ' 
oder (JSC, CA'B') = — 1 ; 

<1. i. ilic sechs Eckpunkte des vollatänd igen Vieraeits liegen 
involutorisch itiderEbene dergestalt, da Bsimmerzw ei ge- 
genüberliegen de ein zugeordnetes Punkt e paar bilden. (Satz 
dei PtolemSua oder vielmehr Menelaas in Bezug auf ein Dreieck, dass von 
einer TransverBBle geschnitten wird ; das Weitere über Involution von 
Funkten einer £beae ■. unten g. 120 d. folg.) 
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den Afodnius und durch den zugehörigen Doppelwinkel gegeben 
ist, sondern nach vorhergehenden §. auch durch irgend zwei von 
einander unabhängige absolute DoppelverhSltnisse, oder Doppel- 
winkel , oder durch irgend ein Doppel Verhältnis 3 und einen 
Doppelwinkel, welche zwischen denselben vier Punkten aufgestellt 
werden können und von einander unabhängig siod: so können die 
n — 3 eomplcxcn Doppelverhältnisse auch djircb 2 (n — 3) von ein- 
ander nuahhängige Elemente (Quatemionen) vertreten werden, 
welche theils absolute DoppelverhältnLjse, theUs Doppelwinkel sein 
können. Nennt man nach Möbius die absoluten Doppelverhält- 
nisse und die Doppelwinkel zwischen vier Punkten gemeinschaft- 
lich Quaternionen, so lässt sich der vorhergehende Satz anch 
in folgender Weise allgemeiner ausdrücken: 

Sind von n Punkten einer Ebene 2n— 6 von einan- 
der unabhängige Quaternionen gegeben, so sind alle 
übrigen Quaternionen bestimmte Funktionen der ge- 
gebenen. 

Daher muss bei einem Sjsteme von n Punkten einer Ebene 
zwischen 2n— 5 Quatemionen wenigstens eine Gleichung besteben, 
welche die Abhängigkeit einer dieser Quatemionen von den übrigen 
2n — 6 ausdrückt , und zwar nur eine Gleichung, wenn je 2h — 6 
aller gegebenen 2 n — 5 Quaternionen von einander unabliän- 
gig sind. 

Ist n = 4, so müssen zwei Quaternionen gegeben sein, die 
auch nach §. 113 und 1)4 zur Bestimmung der übrigen hinreichen. 
Die Gleichungen zwischen drei Quaternionen bei vier Punkten sind 
eben die daselbst unter 3), 3 a), 3b) aufgestellten. 

Ist n = 5 , so sind zur Bestimmung aller übrigen Qu atei-nionen 
vier unabhängige nöthig. Zwischen 5 Doppelwinkelu oder 5 abso- 
luten Doppel Verhältnissen wird daher immer eine Gleichnng be- 
atehen. 

§. 116. 

Zurückführungeinesco-nplexenDoppelverhältnis- 
ses auf ein einfaches und umgekehrt. 

Setzt man für das complexe Doppelverhältniss [ABCD] = 
d (cos ^p + f sin ip) den Punkt ß als einen unendlich entfernten vor- 
aus, so reducirt sich das Doppelverhältniss gemäss §. 110 auf das 
einfach^ 
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[CB]- 

„d„ [^ - 

wobei tp' = 71-^ ip gesetzt ist. Hieraus ergiebt sich weiter der Mo- 
iltUus q = AC: CB und der Winkel ACB ^n — 91' = — V Tomit 
das Dreieck ACB ToUständig bestimmt ist. 

Umgekehrt kann ein complexes VerhSltniss (ACy.lCB] dreier 
Punkte der Ebene immer durch ein compleses Doppelverhältniss 
[ABCß] mit demselben Modulus wiedergegeben werden, dessen 
Doppelwinkel ABCD dem einfachen Winkel ACB einstimmig gleich 
ist, oder dessen Amplitude die des einfachen Verhältnisses nm eine 
positive oder negative halbe Umdrehung übertrifft, und wobei zu- 
nächst der Punkt D als ein unendlich ferner in der Ebene voraus- 
gesetzt ist. Es ist aber nach den vorbeigehenden Erörterui^en 
klar, dass dem Doppel v erb ältniss [ABCD] ein anderes [ABC'D'\ von 
demselben Wertbe subatitnirt werden kann, in welchem keiner der 
vier Punkte ein unendlich entfernter der Ebene ist, und welches 
demzufolge denselben Modulus und denselben Doppelwinkel wie 
jenes hat. 

Man kann somit das einfache complexe Verhältniss {AC]:[CB'\ 
stets durch ein gleichwerthiges complexes Doppel Verhältnisses 
{ABC'D"] ersetzen, dessen Modulus {ABC'D') dem absoluten Ver- 
hältnisse [AC] : {CS) und dessen Doppelwinkel ABC'D' dem einfachen 
Winkel ACB gleich ist,. Hieraus folgt weiter, dass eine allgemeine 
Relation zwischen Punkten und geradlinigen Abschnitten in einer 
Ebene, in welcher nur einfache Verhältnisse und Winkel vorkom- 
men , durch Einführung eines unendlich fernen Punktes der Ebene 
in eine Relation mit Doppel Verhältnissen und Doppelwinkeln ver- 
wandelt werden kann, die aber auch ebenso allgemein giltig bleibt, 
wenn der eingeführte Punkt als ein endlicher der Ebene betrach- 
tet wird. Mit tuidern Worten das in §, W entwickelte Princip 
zwischen Verhältnissen von^Abschnitten einer G-raden lässt sich 
auch auf complexe Verhältnisse von Abschnitten zwischen Punkten 
einer Ebene , sowie auf die Moduli und einfachen wie Doppelwin- 
kel derselben ausdehnen. Da femer diese Schlussfolgerungen mit 
derselben Evidenz sich auch rückwärts machen lassen, so geht dar- 
aus hervor, dass eine Relation von Doppelverhfiltniasen oder Dop- 
pelwinkeln zwischen Punkten einer Ebene dadnreh, dass man einen 
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Punkt als den unendlich fernen annimmt, in eine entsprechende 
Belation von einfachen und Doppel Verhältnissen oder Doppelwin- 
keln verwandelt werden kann, bei welcher ein Punkt weniger 
vorkommt. Diejenigen Doppel Verhältnisse oder Doppelwinkel , in 
denen der als unendlich entfernt gesetzte Punkt vorkommt, gehen 
unmittelbar in einfache Verhältnisse oder Winkel über, die übrigen 
Doppelverhältnisse und Doppelwinkel können durch entsprechende 
Zerlegung als einfache dargestellt worden. Folgende Beispiele 
werden das Gesagte erläutern. 

I) In derselben Weise wie §. 40 2) kann aus der Relation 
[AB] + [BC] + [CJ] = 0, oder 

[AC] [AB] 



die Gleichung 



oder 



' [CB] [BC] 



[AC]_lAD][AB][Aff\ 
[CB] ' [DB] "^ [SC] ■ [DC] ' 



1 = [ABCD'] + [AC'BD'] 
hergeleitet werden, wobei zunächst B den unendlich fernen Punkt 
der Ebene, sodann i>' und C irgend wie endlich gelegene Punkte 
darstellen. 

2) Umgekehrt folgt aus der letztem Gleichung, wenn man den 
Funkt ^ als den unendlich fernen der Ebene annimmt 

[CB] [BC] 
~ ^ {cos ACB— i sin ACB) + ^ {cos ABC—i sin ABC), . 
mitbin 

oder 

AB:CA = sin ACB : sin CBA. 
TflMTt ist (ABC'B')z=AC:CB uni {AC'BD') = AB: BC, femer 
ABC'B' = ACB und AC'BD' = ABC, 'oder C'ABD' = CBA, mithin 
auch 

AB . C'D' : Ca . BD' = sin AßC'D' : sin C'ABD' 
d. i. eine der unter 3) in §. 103 bemerkten Eelationen , womit auch 
die in §.98 erörterte Heduction eines Vierecks auf ein Dreieck aus- 
gedrückt ist. (Vergl. auch §. 113, 3.) 
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3) Setzt man dabei bezüglich der Abschnitte AB, BC, CA nnd 
ihrer Eichtungen besondere Beziehungen voraus , so werden die- 
selben und die daraus fliessenden Folgenmges durch Hinzunahme 
eines vierten Punktest auf eine besondere Art von Vierecken über- 
tragen. Wird z, B. das Dreieck ABC bei C rechtwinklig angenom- 
men, oder ist (CA-AB)'+{CB:BA)'=,1, so geht zunächst der mit 
der Voraussetzung gegebene einfache rechte Winkel ACB in den 

Doppelwinkel ABCD ^^ — und die im pythagorischen Lehrsatz lie- 
gende Folgerung in 

{CBABy + {CABBy = I, 
oder ÄC* . bW+DA* .BC* ^^ÄB* .CD* 

über ; ein Satz , der auch noch weiter unten nach andern Betracht- 
ungen sich ergeben wird , und dessen nahe Beziehung zum pytha- 
gorischen hieraus ersichtlich ist, 

4} Setzt man dagegen den Winkel ACB des Dreiecks gleich 
einem gestreckten voraus ist , also mit Beobachtung der Zeichen 
AC-Jt-CB = AB und {CA:AB) -^ {CB:BÄ) = ~\, so wird durch 
Hinzunahme eines vierten Punktes zunächst der Doppelwinkel 
ABCD = n; d. h. die vierPunkte A, C, B, D liegen in der genannten 
Folge in der Peripherie eines Kreises §. 21 ; sodann weil flir einen 
unendlich fernen Punkt D {CD:DB)={CB:DÄ) = — \ ist, aus 
{CA: AB) ■^{CB:BÄ) = — l 

{CBAD) + {CABD) = 1, 
oder AC.BB + DA.BC=AB.CD, 

A. i. der ptolemSiscbe Satz; vergl. §. 108 und unten §. 110. 

§. 117. 

Aufgabe. Die Bemerkungen des ■ vorstehenden §. begrün- 
den zugleich ein allgemeines Verfahren zu Lösung der aus §. I lä 
fliessenden Aufgabe: 

Aus irgend 2« — 6 von einander unabhängigen Qaa- 
terniunen (absoluten Doppel Verhältnissen oder Doppel winkeln) 
eines Systemes von n Punkten A,B,C,. . .ZW einer Ebene 
irgend eine (in — 5)te Qnaternion desselben zu finden, 
oder die zwischen 2n — 5 Qnaternionen desselben 
Systemes bestehende Relation aufzustellen. 

I) In jeder von den 2« — j Quatemionen, welche einen belie- 
big gewählten Punkt des Systems, z. B. M, enthält, bringe man 
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denselben, wenn er nicM schon der letzte ist, nach §, 113 la), Ib) 
in die vierte Stelle, lasse ihn hierauf weg undverwandle somit jede 
betreffende Quaternion in ein Temion, d. h. jedes D oppel verhält - 
nisa wie [ABCM) in ein einfaches AC : CB und jeden Doppelwinkel 
ABCM in einen einfachen ACE. 

2) Jede jQuaternion, in der M nicht vorkommt, zerlege man in 
zwei Temionen, z. B. {ABCD) in {AC:CB):{AD:DB) = {AC-.CB) 
{BD : DA) und ABCD in ACB— ADB = ACB + BDA. 

3) Man suche die Relation, welche hei dem Systeme von n — I 
Punkten A, B , C . . . L zwischen den 2« — 5 theila in Ternioncn 
verwandelten, theils durch solche ausgedrückten Quaternionen he- 
Bteht. Dieselbe Beziehung wird auch- zwischen den 2n — 5 gehU- 
deten Quaternionen in dem Systeme der n Punkte A,B...L,M 
stattfinden*). 

Ein Beispiel hierzu für den kleinsten Werth von n (= 4) bie- 
tet das dem Ende des vorhei'gehenden §. beigefügte dar. 

Für n r= 5 wird In — 5 ^5; bei einem Systeme von 5 Punk- 
ten A, B, C, D, E wird somit zwischen 5 Quaternionen wenigstens 
eine Relation bestehen und diese mag im Folgenden zwischen den 
fünf Doppelwinkeln ABCD= a, BCDE=ß, CDEA= y, DEAB = S, 
EABC= e aufgesucht werden. 

Setzt man denPnnkt E als einen unendlich entfernten und be- 
zeichnet die Richtungen der durch die übrigen vier Punkte A, B, 
C, B bestimmten Graden, nänjlicb 

AB, BC, CA, AD, BD, CD kurz mit 

so lassen sich zunächst obige Doppelwinkel wie folgt ausdrücken: 

ABCD = ACB -f BDA = CA'CB + DB^DA = b^a + b'V + iz = a, 

BCDE = BDC = DB^DC = b'^c = ß, 

CDEA = DCAE = DAC ~ AD'^AC = ä'-b -f jt = y, 

DEAB = ABDE=ADB = DA-DB=a''b'= S, 

EABC= CBAE = GAB = AC^AB = 6*c + jt ^ f. 

Nun besteht zwischen den Wiukelu, welche zwei gegenüber- 
liegende Seiten eines vollständigen Vierecks bilden nach §. 114, 2} 
die Involutionsgleichung 

sinaV. sin b'a . sin <^b' + sinc'''b . sina"'c . sinb'''a = Ü. 

Drückt man die hierin vorkommenden sechs Winkel alsFunk- 

*) Möbins, KrBiBverwandtscl.aft.*§.4I. 

n,g,t,7l.dM,GOOglC 



' — 159 — 

tionen (Aggregate) der gegebenen a, ß etc. ans, so hat man die un- 
ter 3) der obigen Kegeln bezeichnete Relation. Es ist aber 
t^c = a'b+b'-a + aH'+b'^c =n— a + n—Y + ß= — (u—ß+Y), 

c'b' = c'b + b'a +a'b' = 'n: — t + n—Y + S = — {y^S + i), 
cH = cV + 6V + aH ==—|S — 5 + y—w= —{51-^(3— /+ 6), 
o'V = «'-ö + tV = J- — 71 + « — ;r = (). + f), 
b"a = b'-a+a^b+b-a = o — n + y--n={a + y). 

Somit erhält obige Gleichung, als Funktion zon a, ß . . . ans- 
gedrückt, die Form 
sin{u—ß + Y)sinysm(y—S + s) + sm(ß — y + &)sm{Y + i) 

sm(a + y) = 
oder mit Hilfe der goniometrischen Formel 

isin a: siny sm z = sin(x+y- t) + siniy+z—x) + sin{z + x—y) 
~sir>{<c + y + z) 
die symmetrische Gestalt: 

sinia + ß^y + S-t) + sinlß + y~S + t-«) 
+ sm(y + S — e + ,x—ß) + sin{d + ^—a + ß—y) 
+ sin(, + a—ß-i-Y~S)=sm(« + ß + Y + d + i). 
Die analoge Aufgabe , eine Belation zwischen den ^nf Dop- 
pel Verhältnis sea 

(ASCß), {BCDE), {CDEÄ), {DEAE), {EABC) 
zu finden, ISsst folgende Lösang zu. 

Dadurch, dass der Punkt E wieder als ein unendlich femer 
der Ebene angenommen wird, reduciren sich die vier letzten Dop- 
pelverhältnisse auf die einfachen 

BD-.DC, DA-.AC, AB-.DB, CA-AB, 
in denen, sowie in dem erstgenannten Doppelverhältnisse die sechs 
Seiten eines vollständigen Vierecks vorkommen. Eine Relation 
zwischen denselben wird datier auch zn der gesuchten zwischen 
den bezeichneten einfachen und Doppel Verhältnissen führen. Be- 
zeichnet man die Seiten des Vierecks 

AB, BC, CA, AP, BD, CD der Reihe nach mit 

Yh, vf, yg, rr, n', rf>' 

so besteht zwischen diesen die Gleicbnng 
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0= ffd + s+n + i'—f-f') 
+ »'(* + *■+/'+ /'-s-s') 

+ M'(^+/'+«+s'— *— S') 

—fgh-ftk'-rgh'-rs'h*) 

welcher man auch naclisteheade Form geben kann 
+ f(f-9) (A'-n +9 (S'-A') (f-9) 

+h{k'-n(<)-h')-rgh. 

Setzt man nun die gegebenen VerhältniBse {ABCO),{BCD£) =■ 






Yl' yb' yc' yd' ye' 
.91 ,.^C .^l .^l ,^L 

M ' 
und hieraus 

k=-—cg, h' = dg', f=ceg, f'=^bdg, g^=acdg'. 
Substituirt man diese Wertlie für A, A'etc. in obiger Gleichung, 
vobei man g' als gern eins cbaflichen Faktor = I setzen kann , und 
dividirt noch cd heraus, so erhält man schliesslich 

0= \^a — b~c~d—e + ac-^-bd+ce -\-da + eh 
+ (l — o) acd-\-{\—b)bde-\'{l — c)cea + {\ — d) dab 
+ (1 — e) ebc + abedc ; 
eine Formel, derenBildungsgesetz leicht zu erkennen ist und welche 
die gesuchte Relation zwischen a, S. . . oder zwischen den recjpro- 
ken Quadraten der vorgelegten DoppelverhSltnisse , d. i. zwischen 
{ABDCy, {BCED)'. . . et«, ausdrückt. 
§.118. 
Construction des vierten Punktes eines comp lexen 
Doppelverhältnisaes, wenn drei P unkte, und der Wert h 
desselben gegeben sind, Es seien von dem complexen Dop- 
pelverhältuiss [ABCD] = i + i",u die drei Punkte A, B,C der Lage 
■ nach, sowie die Werthe von A und ji gegeben. Setat manl + ifi 

•) Ist der Ausdruck der re cht eu Seite dieser Gleieliung einem eiidliuLeii 
Werthe gleich, so ist dieser das Quadrat des l^facbenVoInmans einerPyraiuidc, 
derenß Kanten Vf, Vg . . sind. Bedeuten nümliuh /, m, h dieCosinua der Winkel 
je zweier der Kanten Vf, V^ , VK und V daa Volumen der Pyramide, »o isl 

3ör» = /"jf'A'(l— ft — m» — n« + 2/oin); 
Bubstitnirt man darin für /,m, » die Werthe 

{f->tg'-h):%yT9, i^' + h'-n-^VTh-, {k' + f ~ g) : iVW, 
so erhält man obigen Ausdruck für Ulf", der = ist , wenn A, B, C, D in 
einer Ebene liegen. 
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= (f (cos tp + j sin ff>) , so läast sich nacL Festsetzung einer Lioien- 
einheit sowohl ^ wie <p leicht construiren (103). Dieses voianege- 
setzt hat man nun 



W DB' 



^*! 



ACB—ADB=- 



p = 2« 



-v- (§-ni-) 



Man beschreibe demnach um ABC einen Kreis M, lege an den- 
selben von A ans eine Tangente AT nach derjenigen der beiden 
müglichen Richtungen, das s, nachdem man den positiven Drehungs- 
sinn für alle Winkel der Figur beliebig festgesetzt hat , der Winkel 
ßAT= — ACB ist. {In Fig. 42 a. ist der positive Drehnngssinn von 
rechts nach links und somit^CB ein hohler Winkel, in Fig. 42 b, ent- 
gegengesetzt und ACB ein erhabener Winkel.) . An AT lege man 

Fig. 42 a. u. 43 b. 




in derselben negativen Bichtung den Winkel TAU -^^ — <f und be- 
schreibe einen zweiten Kreis (iV, oder iV,) , der ATI zur Tangente 
hat und ebenfalls durch Ä und B geht. Derjenige Bogen AB die- 
ses Kreises, welcher mit derTangente .^(7 nicht auf einerlei Seile 
der Sehne AB liegt, ist dann der Ort des Scheitelpunktes D vom 
yf\nke\ADB = ACß + tp. Halbirt man nun den Winkel ^CB durch 
die CC', so* trifft diese Grade die AB in* C so , dass AC' : C'B ^= 
ÄC-.CB ist, ebenso würde, wenn D schon bestimmt wäre, die Hal- 
birnngBlinie DD' des Winkels ADB die AB in J)' nach dem Verhält- 
niss AD' ■■ D'B = AD:DB theilen. Bestimmt man also in der Gra- 
den AB zu den Punkten A, B, C' einen vierten Punkt D' so , dass , 
{ABC'D') dem gegebenen (hier stets positiven oder absoluten) Ver- 
hältniss f gleich wird , halbirt denjenigen" Bogen AB des zweiten 
Kreises N, oder JV,, welcher raitAÜ auf einerlei Seite der AB liegt 
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(nicht der Ort von D ist) , in dem Punkte B" und zieht die Grade 
H^B', so sclmeidet diese den Kreis N, oder N^ zum zweiten Male 
in dem gesuchten Punkte D, oder D,. *) 

§. 119. 

Znsätze und Folgerungen. l) Als Ort des Punktes /> 
(/>, oder ßt) lässt sich ausser dem Kreise JV, (Fig. «a.) oder W, 
(Fig. 42 b.) noch der über DE als Durchmesser beschriebene Kreis 
angeben, wobei E der zu If zugeordnete vierte harmonische Punkt 
zu A, B, D' ist (vergl. §. 46). 

3) Da somit der Ort von D einerseits ein Kreisbogen ist, der 
einen bestimmten Winkel (^Cß + qo) fasst, oder durch den Doppel- 
winkel ABCD bestimmt wirä, andererseits ein Kreis ist, welcher die 
j4B in J)' und E harmonisch theilt , wobei />' nur von dem Doppel- 
verhältniss (^fCi>) abhängig ist: so folgt hieraus, dass i) auch durch 
zwei von einander unabhängige Doppelwmkel oder durch zwei von 
einander unabhängige Doppel Verhältnisse allein bestimmt ist. Im 
letztem Falle sind die beiden Punkte D, und ß, die Durchschnitte 
der beiden durch die Doppel Verhältnisse bestimmten Kreise. Wenn 
also zwei von den in 3a) oder 3b) des vorbeigehenden §. aufge- 
stellten drei Doppel Verhältnissen oder dreiDoppelwinkeln — wenn 
von diesen 6 Stücken irgend zwei gegeben sind, so 
Usst sich immer zu dreien der Punkte ^,f, f^,i>der vierte 
dnrcb Constrnction finden (man vergl. §, 114). 

§. 120. 
Besondere Fälle. Die Punkte und Abschnitte eines com- 
plexen Doppelverhältniaaes [ABCD] = i + i ft = p {cos ip + i sin ip) 
erhalten durch partikuläre Werthe von if und ^ noch besondere 
Lagen- und Maass Verhältnisse, die also auch durch bestimmte Werthe 
des Doppel Verhältnisses besonders charakterisirt sind. 

l) Ist 91 = — , also [^BCi>] = ip = tfi, so fallen die beiden 

Kreise JV, nnd JV, (Fig. 42), welche durch entgegengesetzte An- 
nahme des Drehungssinnes der Winkel erhalten werden, auf einan- 



*) Wird in dem NSchst^olgenden vom Pnnktc D ohne weitere Bezeich- 
nung gesprochen, so sollen damit immer die beiden Funkte Di , Dt zugleich 
^meint sein. 
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der, die Punkte D, und /), , welche den gegebenen Bedingungen 
entsprechen, liegen zu beiden Seiten der AB und werden durch das 
Doppelverhältniss oder denModalus p = ft in derselben Weise, wie 

vorher bestimmt. (Fig. 43.) 



Fig. 43. 




1 Gleiches findet statt, 
wenn q> = ^jt = — Jjt, oder 
[ABCD] = — i(x ist, indem nur 
ß, und Z>, ihre Lagen im Kreise 
N vertauschen. 

Inbeiden Fällen wird durch 
die vier Punkte J,C,B,J> 'm 
derselben Reihenfolge genom- 
men ein ( einfaches) Viereck 
JCBD, oder ACBD^ (Fig. 43) be- 
stimmt, dessen gegenüberliegende Winkel ^OB und 5 Z)^ ebenso CÄfl 
und DAC sich je nach dem angenommenen Drehnngssinne zn einem 
positiven oder negativen Rechten ei^änzen. Denn aus der Vorans- 

setanng [ABCß] = + >> , folgt ABDC = CDBA = ±~ oder ADB 

+BCA^=CBD+DAC= +—. Dergleichen Vierecke besitzen eine 

merkwürdige Eigenschaft bezüglich ihrer Seiten und Diagonalen. 
Nach §.113 ist [ABCJ)] + [ACBß] ^ \ , folglich [ACBD] = l+i^ 
= p' (cos ip + i sin ip), wobei e'= ^l + 9*nnd lgq)=+ p ist. Weil 



oder 
und 



p ^-^ (ABCD) und p'= /T4V= (MBD), 
{ACBDy—{ABCOy = p'* — p'= I, 
AB'. cF—W". bF= BC'.FÄ', 



AB'.CV^AC'.Bß' + ßA'.BC*, 
1 = (ACßSy + {ADCBy, 
A. i. Die Summe der Prodncte ans den Quadrated der 
gegenüberliegenden Seiten ist gleich dem Prodncte 
ans den Quadraten der Diagonalen; ein wohl von Herrn 
Möbius*) zuerst aufgestellter Satz, der dem pjtbagorischen für 

•) Kreiaverwanrl tschaft. §. 47, 4. 
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das rechtwinklige Dreieck entspricht und auch in nähere Beziehung 
damit gebracht werden kann, «. o. §. U6, 3. 

Gieht man demModulus p o^er /i noch denWertli = l, oder ist 
[ABCD] = ± j/^, so fallen die Punkte C und/)' zusammen und 
es ist AC:CB= AD'-DB, oder die Producte der gegenüberliegen- 
den Seiten des einfachen Vierecks ACBD, oder ACBD, sind einan- 
der gleich, mithin daa Prodiict aus den Quadraten der Diagonalen 
doppelt 90 gross, als das Product aus den Quadraten zweier gegen- 
überliegender Seiten. 

2) Ist 7> = , mithin [ABCD] = 5 = 1 , so fallen die beiden 
Kreise N, und N^ mit M zusammen, die vier Punkte liegen in der 
Peripherie eines Kreises (^ und zwar B mit C auf derselben Seite 
von AB. (§.2t.) 

Wenn dagegen ^ =jr, oder [ABCJO] = — 1 ist, so findet das- 
selbe wie im vorigen Falle statt, nnr liegt D mitC auf entgegenge- 
setzten Seiten von AB. 

In beidenFällen hat man bezüglich der Seiten und Diagonalen 
des einfachen Vierecks JCJß die Relation, welche der ptolemäi sehe 
Sata ausdrückt, und die dem Seitenverhältnisse eines Dreiecks ent- 
spricht, in welchem zwei Winkel =^0, der dritte = « ist. (S. 
§.108,2). 

Wollte man zugleich qo = , und p oder l = i voraussetzen, 
HO müsste der Funkt D' mit C also auch B mit C zusammenfallen; 
es kann mithin der Werth eines complexcn Doppel Verhältnisses 
ebenso wenig wie der eines reellen (s. §. 26) der positiven Einheit 
gleich kommen. 

Dagegen können die Bedingungen ip7=n und p = I, welche 
aus der Voraussetzung [ABCD] = — l hervorgehen , wohl neben 
einander bestehen; die Punktet, B, C, /'liegen dann in einer Kreis- 
peripberie und zwar C und B auf verschiedenen Seiten der Graden 
AB nach §. 31, weil ACB —ABB = + re ist. Bezüglich der Seiten 
des einfachen Vierecks ACBD hat man AC. DB^=CB. DA oder das 
absolute Doppelverhältniss {ABCD) = l. Sowie nun das reelle 
Doppelverhültniss {ABCB) = — 1 zwischen vier Punkten einer 
Graden ein harmonisches genannt wird, ebenso soll auch das com- 
plexe Doppelverhältniss [^ÄCi)]= — lein harmonisches heissen, 
und die vier Punkte A, B, C, D einer Ebene sollen als in harmo- 
nischer Lage befindlich bezeichnet werden.' Das-Nähere hier- 
über im folgenden §. 
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3) Liegt der Punkt C mit A und B in einer Graden , oder ist 
ACB =^'n: oder = je nachdem C ein innerer oder Äusserer Punkt ' 
der Graden AB ist, so hat man, wenn allgemein [ABCD] = q {cosg, 
+ ismip) ist, für die Lage des Punktes D die Bedingungen AJ)B 
= w + 9)und absnlnt9= {ABCD')={ABCD) im erstenFalle, oder 
ABB = <p und absolut q = {ABC'D') ^= {ABCD) im zweiten , wobei 
C der vierte harmonische Punkt zu A, B, C auf der Graden AB ist. 

Wird dabei auch qj = re gesetzt, so hat man [ABCD] = {ABCD) 
= — p, und im ersten Falle ^iJB= 2jr ^= , also D als einen 
äusseren Punkt der Graden AB, im andern Falle ABB = ji, mithin 
Dsiß einen innemPunkt der Graden, was mit dem negativen Werthe 
des somit reellen Doppelverhältnisses übereinstimmt. 

Umgekehrt gestaltet sich die Lage von D in beiden Fällen, 
wenn ip = 0, also [ABCD] = {ABCD) = t/ vorausgesetzt wird. 

'Endlich geht das Doppelverhältnisa in das reelle hannonische 
zwischen vier Punkten einer Graden über, wenn noch dazu p = 1 
angenommen wird, wobei jedoch mit ACB = n nur y = , und mit 
j ACB = nur 9 ^ « gleichzeitig vorausgesetzt werden kann. (§. 44.) 

§. 121. 

Harmonische Lage von vier Punkten einer Ebene. 
Wie bereits erwähnt, kann auch das complexe Doppelverhältniss 
\ABCD] der negativen Einheit gleich sein; es haben dann die vier 
Punkte desselben in der Ebene eine solche Lage zu einander, dass 
auf dieselbe alle metrischenVerhältnisse, die bei einer harmonischen 
Proportion zwischen Punkten ein^ Graden vorkommen, in abso- 
lutem Sinne Anwendung finden und dass ausserdem diesen Ver- 
hältnissen gewisse Beziehungen zwischen Winkeln zur Seite stehen, 
welche gewiss srmassen als die logarithmischen Gleichungen der- 
selben angesehen, ijbrigensnach dem eingeführten Algorithmus sehr 
leicht aus jenen, — sowie umgekehrt jene aus diesen — abgeleitet 
werden können. Es sollen daher nach Möbius*) kurz die vier 
Punkte A, B,C,D harmonische Punkte einer Ebene und -J 
und B, Cund B wieder zugeordnete Punktepaare heissen. 

I) DasDoppelverhältniss [ABCD] = — I kann hinsichtlich sei- 
nes Wertbes nur befriedigt werden, wenn in dem allgemeinen Aus- 
drucke ß {ros ip + i sin 9) für den W^rth eines Doppel Verhältnisse 9 



*) Berichte der E. S. Gcaellscb. d. Wiasenscb. 1852. 
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la) (f=(ABCI)) = l oder AC:CB = JD:ßß 
und * 

Ib) fp = ABCD= +it oiev JCB—AIiB= +n 

ist. Sie zweite Gleichung besagt nach §. 113, daes die Ptinkte 

A, B, C, D (Fig. 44) in der Peripherie eineu Kreises nad zwar C und 

D aof entgegengesetzten Seiten der Graden AB, also sjimintliche vier 

in der Folge A, C, B, D liegen; die erste 

Jig, M. Gleichung dagegen, dass die Producte je 

_^fj zweier gegenüberliegender Seiten des Seh- 

>_ /'"'^^.„--'^^''^^ ■' nenvierecks ACBD einander gleich sind. 
j.Zi_i'— '^-- — -\— ^ 2) Hieraus und aus dem ptolemäiscben 

''^^^ftS.-"-^[] Satze §. 108,2) folgt, dass das Product der 
\ ^"^••O'AI/ t"^'*!^" innerhalb des Kreises zum gegen- 

\ ^/n seifigen Durchschnitt kommenden Seiten 

^•v ^ ^ ^,^ AB und CD des vollständigen Vierecks dop- 

pelt so gross ist, als dasProduct je zweier 
anderer gegenüberliegender Seiten, d.i. AB, CD =^ ü ACBD 
= 2CB.DA. 

Dasselbe sowie eine dem entsprechende Winkelgleichung geht 
auch auf folgende Weise hervor. Weil [ABCB] = — I, so istnach 
§. H3III. [ACBD] =3, mithin 

2a) {ACBD)^^'2 oder AB.CD = iAC.BD=iCB.DA, 
2b) ACBD=ü oder ABC= ADC n.BAD,=BCD. 
Ebenso ergiebt sich (ADBC) = 1 und ABD = ACD u. s.w. 
Auch diese Winkelgleichungen geben die Kreislage der vier har- 
monischen Punkte zu erkennen (g. 21, 2). 

3) Führt man in ähnlicher Weise wie in §. 51 und 52 bezüglich 
der Gleichungen X. und XII. den Mittelpunkt M des Abschnittes 
[^ßj ein, für welchen man nach §. I04u. 105 gleichfajls [l!SA\-\-[m\ 
= hat, so erhält man die Gleichungen 

{MC^.[»fD] = [MA?=[MBf* 
[CA].iCB] = [CB][Ciai 
die ebenso die harmonische Lage von vier Punkten in der Ebene 
charakterisiren. Giebt man der ersteren die Form 
lAM] [AK\ _ IBM] [BS] _ 

\läc]' JW]~Wci' Wöi^ '' 

so folgt aus derselben (s. Fig. 44) 

3 a) CM:!HA = AM:MD und CM : MB = BM: MD 
3b) CMA = AMD und CMB = BMB. 
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Beide Gleichncgen in Verbindung geben zu erkennen, dasB 
die Dreiecke CMA uniAMD, sowie CMB nnABMD nicht blos 
Shnlich, sondern auch, weil die nach einerlei Sinn gerechneten 
Winkel in 3b) von homologen Schenkeln gebildet werden, ein- 
stimmig sind, oder ähnliche Lage haben. (§.33.) 

4) Ebenso folgt ane der andern Gleichung, dermandie Formen 
[AC\ [BC\ _ [AC] [BC] _ 
[CD] ■ ]CM} ~ [Cjtf] ■ [CD] ~ ' 
geben kann , da«B 

4a) DC:CA=BCiCM and DC:CB = AC:CM, 

4b) DCA = BCM und DCB = ACM; 

somit anch die Dreiecke 

DCA und BCM sowie DCB und ACM 
einander einstimmig ähnlich sind. 

Sind also die Punktet und £, C^ und £ in einer Ebene 
einander harmonisch zugeordnet und ist M die Mitte 
des Abschnittes AB eines Punktepaares, so sind immer 
dieDreieke CMA, AMD, CSD, 

desgleichen CMB, BMD, CAD 

einander einstimmig Shnllch. 

In gleicher Weise ergiebt eich , dass wenn N der Mittelponkt 
von CD ist, die Dreiecke 

ANC, CNB, ADB, und ebenso 
A1<ID, DNB, AGB 
einander einstimmig ähnlich sind. 



§. 122. 
Constrnction des vierten harmoi 
drei gegebenen der Ebene. SindA, 
B, C (Fig. 45) die gegebenen Punkte der 
Ebene , D der gesuchte vierte und dem C 
zugeordnete , so beschreibe man der in 
§. 118 angegebenen Construction ent- 
sprechend um ^C£ einen Kreis und halbire 
den Winkel AGB sowie den Bogen ACS. 
Trifft die Halbimngslinie des Winkels ACB 
die AB in C und legt man durch diesen 
und den Halbirungspunkt C" des Bogens 
ACB die Grade C"C', so trifft diese den 



henPnnktesiu 
Fig. 45. 
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Kreitt zum zweiten Male in dem gesuchten Punkte D. Der Beweis 
folgt unmittelbar aus §. 121, 1. 

Die Aehnlichkeit und Einstimmigkeit der Dreiecke CMA, AMD 
lässt auch folgeude einfache Construction yoaD zu. Ifacbdemman 
um ABC den Kreis besvhriebeu hat, trage mau von B aus den Bo- 
gen BE gleich und in gleichem >Sinne mit CA ab , und ziehe durch 
£und den Mittelpunkt M der AB eine Grade ED, welche denKreis 
in dem gesuchten Punkte trifft. 

Man kann den Punkt D femer dadurch bestimmen , daas man 
an den um ABC he seil rieben en Kreis in A und B zwei Tangenten 
legt, welche sich in F schneiden mögen, und durch Fund (7 eine 
Grade legt, welche den Kreis zum zweiten Male in D trifft. Man 
hat nämlich wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke CFA und AFD 
sowie der Dreiecke CFB und BFD 

CA: AD = CF: AF und CB.BD= CF: BF, 
folglich, wegen AF= BF, 

CA:AD= CB-.BD, oder (ABCD) = I. 

Werden also von einem Punkte F der Ebene an ei- 
nen Kreis zwei Tangenten FA und FB und eine Secante 
^C2> gelegt, so bilden die vier Punkte ,J und B, C und D 
zwei Paare zugeordneter harmonischer Punkte. (Der 
Satz behält seine Giltigkeit, auch wenn die Durchschnittspunkte C 
und i> der Secante imaginär werden, a. u. §. 124.) 



ruction 
von den 



§. 123. 

zugeordn 



eher 




er Ebene die beiden and ern und die 
rsteren gebildeton Abschnittes ge- 
en (Fig.J4) A und B das gegebene Punkte- 
paar und N die Mitte des Abschnitts der 
gesuchton C und D, so ist die Aufgabe als 
gelöst anzusehen, wenn man den Mittel- 
punkt des um das harmonische Viereck 
ACBD zu legenden Kreises gefunden hat ; 
denn die Punkte C, D liegen alsdann noch 
auf einer zur ON senkrechten Graden. 
Nun muss der doppelte Peripherie wink el 
ACB gleich dem Centriwinkel AOB sein, 
wie auchO gegen.^? liege, wenn nur beide 



n,g,t,7l.dM,GOOglC 



— 169 — 

Winkel in einerlei Sinne genommen werden. Da auch (§. 131 , 4) 
ACB=AND = DNB, folglich 2ACF= AND + DNB ^ ANB, alsi> 
auch AOB ^^ ANB sein musa , so liegt in der Peripherie des um 
AHB zu legenden Kreises, und ist somit, sowie durch eine die AB 
halbirende Senkrechte MO seiner Lage nach bestimmt. 

Zusatz. Ist H ein innerer Funkt des Abschnittes AB , also 



ANB = + rt und ACB = + — , so ist AB der Durchmesser des 

fraglichen Kreises 0, und CD die durch N gelegte zu AB seniirechte 
Sehne desselben. Dieser besondere Fall ist bereita in der zur Auf- 
gabe §. 57 beigefügten Bemerkung erwähnt.*} Ist dagegen JV ein 
äusserer Punkt derJB, mithin ANB:=0 oder +2«, so ist ACBr=o 
oder +11, und man hat dann den Fall, welcher in der Aufgabe 
§. &7 behandelt ist. Man kann dabei C und D als die imaginä- 
ren Durchschnittspunkte einer durch iV und auf^ß senkrecht 
gezogenen Graden mit dem über AB als Durchmesser beschriebe- 
nen Kreise ansehen, (s. d. folgend. §.) 

§. 124. 
Bestimmung der imaginären Durchschnittspunkte 
eines Kreises mit einer ausserhalb desselben und in 
seiner Ebene liegenden Graden. J) Es kommt bei Auflö- 
sung mancher Aufgaben nicht selten vor, dass die Bestimmung ge- 
wisser Constructionselemente von den Diirchschnittspunkten eines 
Kreises und einer Graden abhängig gemacht wird (m. s. z.B. §. 83 
11. 81). Haben nun Kreis und Grade unter gewissen Bedingungen 
eine solche Lage, dass ein Durchschnitt beider unmöglich wird , so 
wird damit auch die davon weiter abhängige Lösung der Aufgabe 
als unmöglich , oder die Aufgabe selbst und der von derselben te- 
präsentirte Satz als nur unter gewissen Bedingungen als annehm- 
bar hingestellt. Dennoch ist in vielen Fällen das Verschwinden 
der genannten Durchschnittspunkte kein unbedingtes Merkmal für 
die Unmöglichkeit der Lösung, insbesondere wenn die Aufgabe 

*) Es ist somit eine willkürhubu uud beauhräakeude Annahme, wenn 
Hr. Chasles in aeüier Geom. super, den Mitte Ipuukt eines im ag-inär^n Seg- 
ments stets reell annimmt. Biclitig ist allerdingg die Voraussetzung in 
sofern, als bei ihm in der Begel nur rein imaginäre (nicht compleie) Ab- 
schnitte vorkommen. 
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sich auf anderem Wege ohne Zuhilfenahme einäBKreisefiimd einer 
Graden construiren lässt, oder wenn unter die Bedingungen der 
Aufgabe anflinglich derartige mit aufgenommen worden sind, welche 
in Folge weiterer Untersuchungen ala willkUhrliche und unnothige 
sich herausstellen. Es fragt sich nun , ob nicht in den FXllen , wo 
es sich um die Durchschnittspunkte einer Graden und eines Krei- 
ses handelt, die aber wegen der besondem Lage beider Elemente 
nicht zum Vorschein kommen, zwei andere Punkte der Ebene 
die Stelle der geforderten Durchschnittspunkte ver- 
treten können und somit als Unterlagen für weitere Constructionen 
sich verwenden lassen ganz in derselben Weise, wie die wirklichen 
Durchs chnittspunkte eines Kreises und einer eigentlichen Sehne 
oder Secante. Man wärde dann diese, die Durchschnittsptmkte 
eines Kreises und einer Graden vertretenden Punkte die imagi- 
nären Durch Schnittspunkte nennen können: eine Bezeichnung, 
die im Folgenden noch weiter ihre Erklärung finden wird. 

3) Sind ein Kreis M und eine Grade XX' ihrer Lage nach ge- 
geben (Fig. 46 u. VI) , so muss man 
ig- *6- auch den Radius des Kreises sowie 

den Fusspnnkt eines Vom Kreis- 
mittelpunkte M auf die Grade ge- 
N fällten Perpendikels und die Länge 

MO desselben als gegeben voraus- 
• t , setzen. Betrachtet man der Einfach- 
-^1-- heit halber in der Ebene die XX' 
selbst als Richtuugalinie, also jeden 
Abschnitt derselben als einen reellen 
und setzt zuerst vorans (Fig. 46), das« 
der Mittelpunkt M in einer g*gen den Radius m de« Kreises klei- 
nem Entfernung von derselben absteht, so giebt es zwei wirkliche 
Durchschnittepnnkte E und F der Graden mit dem Kreise , welche 
in derselben vom Fusspunkte zu beiden Seiten desselben um 



a) +^m'— JtfO' 

abstehen. Rückt bei gleichbleibender Lage von XX' und dersel- 
ben Länge von m der Mittelpunkt M immer weiter ab, so nähern 
sich die Durchschnittspunkte £ und/" demFusspunkte und fallen 
mit demselben zusammen, wenn l'm' — OJtf*= 0, oder XX zur 
Tangente des Kreises geworden ist. Bei noch weiterer Entfernung 
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*>■ 



des Kreiamittelpnnktea M von der Grraden XX' hört jede Gemein- 
schaft derselben mit dem Kreise auf (Fig. i7) und der Ausdruck für 
die EntferauDg der Durch- 
schnittspunkte £ und F vom 
Fussfkunkte wird imaginär, 
oder es ist \OE\=\Ob'\ = 
b) + yMC^—m* . /— T 
Construirt man nun nach 
den Principien des §. 103 die 
PunkteÄundF, so liegen die- 
selben auf der Senkrechten 
OM wi beiden Seiten der XX' 
und in der Entfernung = 
^M¥^m* vonO. Die in sol- 
cher Weise fürdiesenFall be- 
stimmten Punkte £«nd f müssen nun gleiche metrische Eigenschaften 
mit den reellen Durchschnittspunkten eines Kreises und einer densel- 
ben wirklich durchschneidenden Graden haben, wenn und insofern bei 
jeder Beziehung derselben auf reelle Punkte und Abschnitte ihre 
Entfernung von ihrerMitte durch die Gleichung b) oder eine der- 
selben äquivalente vermittelt wird. Es ist dieses eine unmittelbare 
und noth wendige Folgerung aus dem oben §. 101 und 102 aufgestell- 
ten Princip bezüglich complexer und imaginärer Abschnitte, sowie 
deren Deutung und Conatruclion. 

3) Es haben z. B. die reellen Durchschnittspunkte eines Krei- 
ses und einer Graden die Eigenschaft, dass, wenn lu der Graden 
ein Durchmesser AA (Fig. 46) senkrecht gelegt wird, derselbe von 
jener in einem Punkte so geschnitten wird, dass das Product sei- 
ner Abschnitte AO.OA' dem Quadrate (0£'=Of')des halben Ab- 
standes beider Punkte gleich ist. Dieselbe Eigenschaft besitzen 
die imaginären Durcbschnittspunkte eines Kreises und einer den- 
selben nicht treffenden Graden. Denn (Fig. 47) es ist gemäss der 
Gleichung b) 

0£"= OF* = MA*—MO', 

= {MA+MO) (MA—MO), 
oder, weil MA=^ — MA' ist, 

OE' = 0F*={/»0—MA'){MA— MO) = A'O.OA = AO.OA'. 

4) Ein anderer bekannter Satz der Elementargeometrie besagt, 
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das«, wenn durch einen Punkt G der Ebene eines Kreiset» M zwei 
oder mehrere Secanten gelegt werden, die denttelbeD in den Pupk- 
ten£ und F, E' und/"' . . . schneiden , die Producte GE . GF, GE'. GF'. . 
der Abstände des Punktes G von den Durcht«chnittsptinkten attf je- 
der Graden conslant und gleich dem Quadrat einer von G an den 
Kreis gelegten Tangente GJ, GA' gleich sind. Derselbe Satz gilt 
nun auch, wenn eine oder mehrere der durch G gelegten Graden den 
Kreis gar nicht treffen, bezüglich der zu jeder solchen Graden gehöri- 
gen imaginären Durch seh nittapunkte und ihrer Abstände von G. 
Nennt man nämlich m den Halbmesser des Kreisest (Fig. 48), 
und sind E' und F' die Imaginären Durchs chnittspnnkte der GG' 
und des Kreises, so ist absolut genommen 
GE'. GV ^ GE'* = GU^ + OE'* 

^Cff^ + OM^—m" 
^ GJtf'— »i' --= (GM + m) (GM^m), 
mithin GE' .GF' = GE.GF. 

D&{eiReiGE.GF=GA\ 
Fig. -W. so hat man auch GE'= GF' 

= GA, woraus folgt, dasu, 
wenn die Grade GG' sich 
um den Punkt G droht, die 
imaginären D urch Schnitts - 
,, - punkte derselben und des 

Kreises ^in der Peripherie 
eines zweiten Kreises G 
sich fortbewegen, dessen 
Kadius der von G an den 
Kreis J/ gelegten Tangente 
gleich ist. ^ . 

Da die Radien MA,MA' wieder Tangenten des Kreises G sind, 
eo folgt nach dem zu Ende des §. 132 ausgesprochenen Satze, dass 
die Punkte A und A', E' und F', insofern sie dem Kreise G ange- 
hören, zugeordnete harmonische Paare bilden. Weil aber jJ und 
A' auch die Berührungspunkte der von G aus an den Kreis M ge- 
legten Tangenten sind , so lässt sich derselbe Satz auch anf den 
Kreis M beziehen, wobei E' und F' als dessen imaginäre Durch- 
schnittspunkte mit der Graden GG' anzusehen sind. Also: 

Werden von einem Punkte G der Ebene eines Krei- 
ses M an denselben die beiden Tangenten GA, GA' und 
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ausserdem von demselben Punkte G ans eine beliebige 
Grade GSFoder CG' gezogen, so bilden die Berührungs- 
punk te^und^'unddie reellen ^und^oderimagi nü- 
ren E'und F' Üurchachni ttspunk te derGradenund des 
Kreises zweiPaareziigeordneterharmonischerPunktp. 
(vergl. §. 122.) 

6) Weitere Folgerungen werden später Erwähnung finden; 
schliesslich sei nur noch eines merkwürdigen Ausdruckes gedacht, 
in welchem mehrere der vorstehenden Erörtenmgen zusammen- 
fliessen. 

Zieht man in dleEbene eines Kreises einen Durch- 
messer und eine beliebige Senkrechte zu demselben, 
so sind die Durchschnittspunkte beider Graden und 
des Kreises im Allgemein e,n vier harmonische Punkte 
und zwar vier harmonische Punkte derEbene, wenn die Dureh- 
schnittspunkte der Senkrech- 



ten reell s 
harmonische Punkte einer 
Graden {des Durchmessers), 
wenn jene Durch Schnitts - 
punkte imaginär sind. Oder 
( Fig. 49 ) sind die Durch- 
schnittspunkte E, i'' reell, so 
ist [AA'EF] ^= — 1 ; sind da- 
gegen dieDuTcbschnittspunkl« 
E',f imaginär, so ist(^^E'f) 



Fig. 49. 



i — %u 



w 



§. 125. 
ImaginSre Durchschnittspunkte, gemeins cbaft- 
liche Sehne oderChordale zweier und mehrerer Kreise. 
Die Durch Schnittspunkte irgend zweier Kreise kann man auch als 
die Dnrchschnittspunkte eines derselben mit der beiden Kreisenge- 
ra eins chaftlichen Sehne betrachten. Hiernach sowie nach den Er- 
örterungen des vorigen §. lassen sich in dem Falle, dass von beiden 
Kreisen der eine gan« innerhalb oder ganz ausserhalb des andern 
liegt, die imaginären Durch sclinittsp unkte beider als die Durch- 
schnittspunkte eines jedenKreises mit einer Graden ansehen, welche 
als gemeinschaftliche (imaginäre) Secanfe für beide Kreise betrach- 
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tet werden kann, also dieselben nach vorigem §. zu bestimmenden, 
zwei imaginären Durchschnittspnnkte mit dem einen Kreise wie 
mit dem andern Kreise hat. Es hrtndelt sich somit darum , diese 
die Rolle einer gemeinschaftlichen Sehne übernehmenden Graden 
ihrer Lage nach zu bestimmen, womit die gemeinschaftlichen Durch- 
echnittsputikte derselben mit den beiden Kreisen gleichfalls gege- 
ben sind. Bezeichnet man mit r (Fig. 50) diese Grade, mit EnnA 
F die imaginären Durchs chnittspnnkte derselben mit dem einen 



Fig. 60. 




Kreise, dessen Mittelpunkt L ist, so sind diese harmonisch zuge- 
ordnet den Endpunkten A, A' eines auf r senkrechten Durchmes- 
sers des Kreises L. Dasselbe gilt aber auch bezüglich des zweiten 
Kreises, dessen Mittelpunkt M und die Durch Schnitts punkte eines 
auf r senkrecht stehenden Durehmessess B, B' seien. Man hat 
somit 

{AA'EF) = {B^EF) = —\. 
Hieraus folgt: 

1) die Grade r ist eine Senkrech tezur Centrale LM 
beider Kreise; 

2) die imaginären Durchschni^ttspunkte E, J^. der 
beiden Kreise i, M oder die g'emeinschaftlich en 
Schneidepunkte der Graden rmif den beiden Kreisen 
L, Jtf sind die Doppelpunkte einer Involution, welche 
durch die Punktepaare A und A', B und B* bestimmt ist. 

3) Der Durchschnitt Bpnnkt OderGraden r mitder 
Centrale MN ist der Centralpunkt dieser Involution. 
(§. 81.) 

Die Grade r, insofern sie dieselben zwei imaginären Durch- 
schuittspunkte mit beiden Kreisen L , M hat , könnte man die g e- 
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meinschaftliche imaginäre Sehne dieser Kreise i 
sie vertritt fär den betrachteten Fall, daws von denEreisen der eine 
ganz innerhalb oder ganz ausserhalb des andern liegt, vollständig 
die gemeinschaftliche Sehne zweier sich wirklich schneidender 
Kreise. Für gewöhnlich wird sie die Chordale, anch Linie 
aequidifferenter Potenzen, Potenzlinie, Radicalaie 
[axe radicut) genannt. Die Bezeichnung Chordale dürfte auch 
nach der eben gegebenenEntwIckelungam geeignetsten erscheinen. 
(M. a, §.76, 4. Anmerknng.) 

Nach dem Zosämmenhange, in welchem die Cfaordale mit der 
Involution und den Doppelpunkten derselben dargestellt worden 
ist, ergeben sich leicht noch nachstehende Folgemngen : 

. 4) Drei und mehrere Kreise i, M, JV (Fig. 50) haben 
dieselben zwei imaginären Durchschnittspunkte £ und 
y{eine und dieselbe Chordale r) wenn 

a) sie eine und dieselbe Grade LMS als Centrale 
haben; 

b) die Durchschnittspnnkte^und^, , Bund5, ,Cnnd 
C, der Kreise mit dieser Centrale in Involution 
sind. 

Der Centralpunkt Ö der Involution ist dann der Punkt, in wel- 
chem die Chordale die Centrale senkrecht schneidet und die Dop- 
pelpunkte der Involutiou sind die gemeinschaftlichen imaginären 
Durch sehn ittspunkte der Kreise. 

5) Das Vorhandensein der Doppelpunkte der Involution in der 
Centrale bedingt nach §.83, dass keiner der involutori sehen Ab- 
schnitte iu irgend einen andern eingreift, oder dass jeder derselben 
entweder ganz innerhalb oder ausserhalb eines beliebigen andern 
Abschnitts liegt; d.' h. die Kreise müssen, wenn sie eine 
gemeinschaftliche Chordale haben sollen, gauz inner- 
halb oder ganz ausserhalb einander liegen. Daher kön- 
nen mehrere Kreise, von denen einige sich schneiden, und einige 
sich nicht schneiden, keine allen gemeinschaftliche Chordale haben. 

6) Schneiden sich drei und mehrere Kreise £, M, N. . . in den- 
selben zwei reellen Punkten EanA F (die Figur kann leicht ent- 
worfen werden), so sind (§. 76, 3) die Durchschnittspunkte A und 
A', B und ^, C und C' derselben mit ihrer gemeinschaftlichen 
Centrale iuinvolution; nach dem zuEude des vor. §. ausgesproche- 
nen Satze sind aber 
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[^A'EF] = [B^EF] = [CC'£F] = — I 
oder £ nnd F sind als die imaginären Doppelpunkte der 
Involution, bei welcher die involutorischen Ab- 
schnitte in einander eingreifsn, anzusehen. (Dasselbe 
wird sich unten aua noch anderen Bfttrachtnngen ergeben; m. vergl. 
damit §. JOO, 5. Die gemeinschaftliche reelle Sehne £F geht 
durch den Centralpunht der Involution und wird von der Centrale 
senkrecht halbirt. 

7) Ist r die Chordale (Fig. 50) zweier oder mehrerer Kreise, 
sind E, F deren imaginäre Durchs chnittapnnkte und beschreibt man 
von einem beliebigen Punkte G der Chordale mit dem Halbmesser 
G^^CF einen Kreis, welcher die Kreise L,M,N . . . in den Pnnk- 
^ und ^', 9 und 9', Ä und €' schneidet, zifht endlich die Radien 
G^, Gp, G<a'. . . ebenso L^, Mp, L^' . . .; so hat man 

e^* = CE* =GG'-\- 0E\ 

= GO'+OL'—Z^', 
= GL' — i<Ä', mithin 

A. h. das Dreieck GL^ ist bei ^ rechtwinklig, folglich G^ eine 
Tangente des Kreises Z, Ebenso ISsst sich darthun, dass Gp, 
Gp' und GÄ, CA* Tangenten der Kreise Wund iVsind; also 

Zieht man von einem belieb igen Punkte G der Chor- 
dale zweier oder mehrerer Kreise Tangenten an die- 
selben, so sind diese einander gleich. 

8) Hieraus folgt weiter nach 4) des vor. §.: Werden von 
einem b eliebigen Punkte G der Chordale zweier oder 
mehrerer Kr ei se ein oder mehrere Secanten nach den- 
selben gezogen, welche jeden derselben in zwei reel- 
len oder imaginären Durchschnittspunkten L, und £», 
jtf, und jtf,, ;V, undiV,... s chneiden, so sind die Producte 
GL,. GL,, GM,. GM,, GN,.GN,... der Abstände des Punktes G 
von den reellen oder imaginären Durchs chnittspunkten einer 8e- 
cante und eines Kreises constant und gleich dem Qua- 
drate (G^*) einer von G an irgend einen der Kreise ge- 
legten Tangente. 

Der Satz lässt sich auch wie folgt umkehren. Ist für irgend 
einen ausserhalb der Kreise L und Jlf liegenden Punkt G der Ebene 

GL,.GLt = GM,.GMt, 
wobei L, und ij , die Durchschnittspunkte einer von G ans gezo- 
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genen Graden mit dem Kreise L sind und dieselbe Bedentung auch 
J/, und Mf bezüglich des zweiten Kreises und derselben oder einer 
andern durch G gehenden Graden haben ; so ist G ein Punkt der 
Chordale. Denn ans der Voraussetzung folgt 

wenn G^ und Gj zwei von G aus nach den Kreisen L und M ge- 
zogene Tangenten sind. Fällt man nun von G auf die Centrale 
beider Kreise die Senkrechte GO, so hat man 
GL^ — L^^ = GM*—M^'', 



odei 



mithin auch wegi 



GO'+OL'—l^'=GO'+OM' — /Hp, 
iÄ = L.i , Mp = MB und j 



odei 



{OL + LA) lOl—LA) = {OM + MB) {OM— Mß) 



OA.OA'z^OB.OB', 
d. h. ist der Centralpunkt einer durch die Punkte A nnd A', B 
und 5" bestimmten Involution, mithin ist die durch denselben 
zur Centrale senkrechte Grade OG die Chordale der 
Kreise L und M (vergl. oben I. u. 3.) und G ein Punkt der 
Chordale. 

9) Man hat demnach folgende einfache Construction der Chor- 
dale zwder Kreise. Seien L und jtf (Fig. 51) deren Mittelpunkte 
nnd Q der eines beliebigen Kreises , welcher die beiden ersten in 
Fig. 61. 




den Punkten L, und ij, M, und 3fi schneidet. Zieht man dann 
die Sehnen £[£, , MfMi, welche sich in C achneiden und fällt von 
G auf die Centrale LM die Senkrechte GO, so ist diese die Chor- 
dale der Kreise L nnd JW. 



13 
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Dena mau hat, weil LiL^ ebenso wie MiM^ Funkte deaEreiaee 
Q sind, 

QL, . ßi, = GM, . GM^ , 
mitbin ist G ein Punkt der Cfaordale der Kreise L und M. 

Da £(£i als gemeinschaftliche Sehne derKreise L und Q anch 
als Chordale derselben angesehen werden kann, ebenso #,itf, be- 
züglich der Kreise M und Q, so sieht man, dass die drei Cbordalen 
von je zweien der drei Kreise L, M, Q sich in Einem Punkte G 
schneiden. Allgemeiner: 

10) Hat man in einer Ebene drei beliebige Kreise 
Jtf,, Mt, Mt, welche sich zn je zweien schneiden mögen 
oder nicht, sind-r, , r,, r, die gemeinschaftlichen Seh- 
nen oderChordalenresp. der Kreise^^ undJf,, Jlf, undV,, 
M^nndlK,, so habe n r, ,r,,r, einen gemeinsamen Durch- 
schnittspunkt P, welcher der PoteiUBnnkt der drei KioUe 
genannt wird. 

Denn ist vorläufig P der Durchschnittspunkt (von r, und r, 
und zieht nun von demselben drei Grade , welche die Kreise M, , 
Mt, M, bezüglich in den Punkten ^, und A^, B, und Ä,, C, und C» 
schneiden, so ist, weil P der r, angehört, 

PB,.PBt = PC,.PCt 
und weil auch P ein Punkt von r, ist, 

PC,.PCt = PJ,.PAt, 
folglich 

PA, : PA^ = PB, . PBt 
d. b. P ist auch ein Punkt von/-,. (S. ob. 8.) 

11) Ferner ist {Fig. 50) 

GN*=W-\-€G*;' 
hieraus folgt mit Berücksichtigung von ^G = $G = «G (7) 

GL»—GM*=L^*~Mp^; G*'— GJV' = jtfp'=JV«', 
d. h. Die Quadrate der Abstände eines beliebigen 
Punktes de rCbordale von denMittelpunkten derKreise 
geben dieselben Unterschiede, wie die Quadrate der 
Radien der betreffenden Kreise, oder diese Qnadrat- 
differenzen sind für jeden Punkt der Chordale con- 
stant. 
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]'2) Da endlich nach 5) des vorherg. §. 

[^^'EF] = [^P'EF] = [€€EF] = — 1 
ist, so kann man die nicht mehr in Einer Graden, sondern in emer 
Ebene liegenden Funktepaare ^ und ^', S'Und|l', < und C in 
demselben erweiterten Sinne als involutorische ansehen, wie 
es bezüglich vier faannonischer Punkte einer Ebene geschehen ist. 
Zu dieser Involution werden E «nd F die Doppelpunkte darstellen. 
{Das Weitere darüber unter §. 129.) 

§. 12C. 

Involution von sechs Punkten einer Ebene; cora- 
plexes Dreieckschnittsverhältniss. In derselben Welse 
wie das complexe Doppelverhältniss zwischen vier Punkten einer 
Ebene aufgestellt und seiner geometrischen Bedeutung nach unter- 
sucht worden ist, können ähnliche Erörterungen angestellt werden 
Über ein complexes DreieckschnittsverhJtltniss bei sechs Punkten 
einer Ebene, welche paarweise einand< r zugeordnet sind, wie 

[c-ßY [a'c\'\Wa]~'^'^ 

oder symbolisch ausgedrückt: 

[JBC, C'A'B']--^l + in. 
Indem wir die allgemeineren Untersuchungen über ein System 
von sechs Punkten einer Ebene, auf welche sich ein derartiges 
Dreieckschnittsverhältniss bezieht, und die in gehöriger VollstSn- 
digkeit durchgeführt zu viel Hunin in Anspruch nehmen, dabei doch 
ein ungleiches Interesse gewähren würden, hier übergehen, wollen 
wir uns auf Untersuchung desjenigen Dreieck Schnitts verhSltnisses 
beschränken , dessen Wertli der negativen Einheit gleich ist, wel- 
ches,also nach Analogie der in §. 68 gegebenen Definition auf ein 
involutorisches Verhalten von sechs in einer Ebene 
liegenden Punkten hinweist. Das System derselben wird zu 
dem von beliebigen sechs Punkten einer Ebene in einem ähnlichen 
Verhältniss der Unterordnung stehen, wie das harmonische Viereck 
zu dem allgemeinen ebenen Viereck. 

, Da das complexe Dreieckschnittsverhältniss 

[c'BYycyiWJ] 

IS«- 
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ebenso wie das reelle bei secbs Pnnkten einer Oraden (§. 6^) in 
das Product oder die Gleichheit zweier coraplexer Doppelverhält- 
nis^e , d. h, in 

[A(r] [B£] [AÄ-] (CF]_ 



oder in 
mithin ii 



{ABC'J'].[ACA'B'] = \, 
[ABC'J'] = [A'B'CA] 



verwandelt werden kann ; da ferner aus der Gleichheit dieser Dop- 
pelverhaltnisse nach §.UI— 114 ganz dieselben Folgerungen sicli 
ziehen lassen, wie es bezüglich der reollen Doppel Verhältnisse in. 
§. 65 — 68 geschehen ist, so kann man den daselbst aufgestellten 
Definitionen entsprechend folgende aufstellen : 

Wenn drei Punkte A, ß, C einer Ebene einzeln drei anderen 
A', B", C derselben Ebene so zugeordnet sind, dass ein complexes 
Doppelverhaltniss zwischen vieren dieser sechs Punkte, wie [y^ÄCC] 
dem complexen Doppelverhaltniss [A'B'C'C] der den vier ersten 
zugeordneten Punkte gleich ist, so sollen (nach Möbius) 
die sechs Punkte der Ebene (oder die drei Punktepaare A und A', 
B und ff", C und C) in Involution stehen oder eine Involution in 
der Ebene bilden. 

Auf dieselbe Weise, wie in §.66, lässt sich darthun, dass wenn 
bei drei Paaren von Punkten einer Ebene Ein complexes Doppel- 
verhaltniss von irgend vieren derselben demjenigen der vier zuge- 
ordneten gleich ist, dasselbe auch für jedes andere complexe Dop- 
pelverhaltniss zwischen irgend vier andern der sechs Punkte und 
für dasjenige der vier zugeordneten Punkte gilt. 

Die Involution von 6 Punkten einer Ebene wird somit auch 
durch jede der folgenden Gleichungen, welche denen des §. 6? ent- 
sprechen, ausgedrückt: 

[AA'BC] _ [AA'B'C ] _ 
[A'AB^C']~'[A'AßC]~ ' 
9'CA] _[BB'C'A] __ 



[B'BC'a'] [B'BCA] ' 
[CC'AB] _ [CC'A'B] 



^=1. 



[C'CA'B'] [C'CAB'] 
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/ [ABC, C'A'B']= — l 
){A'BC,C'JB'] = —l 

I [AB'C, C'A'B] = ~\ 
[ABC\ CA'B] = — l, 
wobei die eckigen Parenth es ena eichen [] in den vier letzteren 
Ausdrücken ebenso wie hti den complesTen Doppelverhältnissen an- 
deuten sollen, dass das angedeutete Drei eckschnitts Verhältnis s, des- 
sen Bedeutung und Auflösung in die gewöhnliche Form ganz nach 
den in §. 68 gegebenen Bemerkungen vorzunehmen ist, aus dem 
Prodiicte von drei einfachen complexen Verhältnissen besteht. 
Es kommt nnn darauf an, die geometrische Bedeutung der Ahb- 
drtieke UDtcr A) nnd B) oder die geometrischen Bedingungen, un- ' 
ter welchen sechsPunkte einer Ebene dieseninvolutionsgleichungen 
genügen', nicht minder die besondern Fälle zu erörtern, wenn einer 
dieser Punkte als ein unendlich entfernter der Ebene angenommen 
wird und sein zugeordneter nach Analogie von §. 73 zu ei- 
nem singuläreu , dem Centralpunkte wird, femer wenn ein Punkt 
mit seinem conjugirten zusammenfällt oder zu einem Doppelpunkte 
wird u. s. w. 



§. 127. 

Auflösung und geometrische Deutung der Gleich- 
ungen des §. 126. Löst man jedes in dem Ausdrucke 

[ABCy C'A'B'] = — \ 
enthaltene einfache complexe Verhaltnisa nach §, 109 auf, d. h. 

setzt man 



für 



MC'] 
[C'B] 



(—A'BC-hBA'O-^CB'A) 



C'B' A'C 



eine Gleichung , welche nur bestehen kann , wenn der (absolute) 
Hodulus 

AC' Bd' C^ 

C'B' A'C Wa 
der Einheit und die Amplitude 
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AC'B + BA'C-\-CrfA 
der Null oder einem graden Vielfachen von » gleich ist. 
Die comptexe Involutionngleichung 

\ABC,C'A'B'] = ~\ 
int demnach fth der Comples der beiden Gleichungen 
.AC': BA' C^_f. 
C'B' A'C' e'A~ 
und 

AC'B+ BA'V+ CB'A = o 
anzusehen. Dieselben sollen, früheren Bezeichnungen analog, sym- 
bolisch durch 
; iABC,C'A'B')~\ 

nnd 

ABC, C'a'B' =0 
angedeutet werden. Dabei sind in dem ersteren Ausdrucke die 
Abschnitte, welche die Verhültnisse desselben bilden, absolut zu 
nehmen; desgleichen ist der Drehungssinn, in welchem alle Win- 
kel des zweiten Aiisdnicks gleichmfts sig zu rechnen sind, be- 
liebig, doch nach getroffener Wahl unverfinderlicli festzuhalten. 
Die Auflösung des Ausdrucks 

{ABC, C'A'B') = I 
in die gewöhnliche Form erfidgt ganz nach den in §. 68 gegebenen 
Vorschriften und eine Verwechslung desselben mit demjenigen für 
sechs Punkte einer Graden wird durch den Zusammenhang, in wel- 
chem der eine oder andere Ausdruck vorkommt , von selbst ver- 
hindert werden. — Die Deutung und Auflösung des Winkelaus- 
drucka ABC, C'a'B" erfolgt den Regeln des §. tl3 gemitss einfach 
dadurch, dass man aus den drei ersten Buchstaben das .Schema 

A* B, B*C, C*A 
bOdet , das man durch die drei Buchstaben der zweiten Temion 
der Beihe naclC aus füllt u. s. w, , wodurch man 

AC'B-\- BA'C + C^A 
erhiüt. 

DasProduct der drei Verhältnisse könnte man kurz ein Dril- 
lings Verhältnis s der sechs Punkte der Ebene, sowie die durch 
ABC, C'A'g angedeutete Summe der drei Winke UC'5, BÄC, C^A 
einen Drillingswinkel nennen. 

In derselben Weise kann jede der übrigen unter B) aufgestell- 
ten Gleichungen des vorherg. §. in ein absolutes Dreieckschnitts- 
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oder DrillingsverhSltniss und in eiaen dreifachen oder Drillings- 
winkel anfgelösst werdeo. Man erhKlt somit folgende acht Aus- 
drücke 

, / (ABC, C'A'g) = 1 und ABC, C'ä'S = 

1 \a'BC, C'Ag) = I „ A'BC, C'ABf = 

' \\a^C,C'a'B)=\ „ A^C,C'A'B = 

{{ABC\CA'B')=\ „ ABC',CA'ff = (i 

von denen znnächst je zwei in einer Zeile stellende die Involution 

von sechs Punkten einer Ebene vollständig ausdrücken. 

Ea iKsst sich aber auch zeigen, dags aus irgend zwei der obigen 
8 Gleichnngen auf die Involution der betreffenden Fnnkte sicher 
geschlossen werden kann. 

Zn dem Ende ist zuvor zu bemerken , einmal dasa daa abso- 
lute Dreieckschnittverhältnias in das Frodact zweier Doppelver- 
hältnisse verwandelt werden kann, d. h. dass 

_ AC' BA' Ci _{AC' BA'\ (AA' Cß\ 

^~c^B' ITC Ya~\^' ~^Ai ' \Zc' Waj 

oder 

1 = {ABC, (fA'^) = (ASe'A') (ACA'B'), 
mithin 

{ABC'A') = A'^CA 
ist (vergl. §. 68) , sodann, dass auch der dreifache Winkel in die 
Summe zweier Doppelwinkel umgesetzt werden kann , oder, dass 



= AC'B + BA'C+ CB'A = AC'B + BA'A + AA'C+ CB'A 
oder 

= ABC, C'A'lf = ABC'A' + ACA'Bf 
mithin 

ABC'A' = A'eCA 
hat. 

Bestehen nun für sechs Punkte A, B, C, A', B', C einer Ebene 
die Winkelbeziehungen 

ABC, C'A'B' = <i oder ABC'A' = A'B" CA 
A'BC, C'AB' = 9 oder AC'A'B = A'CAB"*) 



•) Denn ans A'BC, C'AB" =0 folgt sixa&ehBtA'BC'A = AS'CA'; es 
üt aber A'BC'A = C'AA'B = — AC'A'S, ebenio AffCA' = —ACAff, 
n.\\\&!iAC'AB = A'CAg (a. §. U3, In. 2). 
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ao hat mau, weil füi'beliebige vierPunkte J, B, C, A' einer Ebene 
(§.113,3) 

ABü' A' + AC' A' ß + AA' BC ^= K und ebenso 
A'^CA + A'CAlf + A'A^Ü = n 
i»t, auch 

AA'BC = A'AffC 
femer nach demselben §. 

smABC'A':smA'CA'B:siHAA'BC'={ABC'A'):{AC'A'B):{A.<Bü') 
sinA'B'CA.sinAC'AB':sinA'A^C= {A'B'CA):{A'CAir):{A'AB'C) 
mitbin 

{ABC'A') : {ACA'B) : (AA'BC) = {A'B'CA) : {A'CAB^: (A'AB'C). 
Da aber auch (§. 113, 3) 

l = (ABC'A') (AC'A'B) (AA'BC') = {A' B'CA) .{A'CAB').{A' AB'C) 
ist, so ergiebt aith aus diesen Beziebungeu 

(ABC' A') = {A'B'CA) und {AC A'B) = {A'CAB'), 
oder 

(ABC'A ') _ (A'BC'Ä) _ 
(A'B'CA)'" (AB' CA) 
d.i. 

(ABC, C'A'B') = (A'BC, C'Aff) = I, s 

welchen die zu den gegebenen Winkelgleichungen gehörigen Ver- 
bal tnissgl ei cbun gen sind, aus deren Verbindung Bchliessltch die 
complesen Involutiunsgleichungen 

[ABC, C'A'B'] = [A'BC, C'AB'] = — 1 
hervorgehen. 

Wie leicht ersicbtlicb , können mittels derselben so eben be- , 
nutzten Beziehungen des §. 113 aus irgend zwei der unter b) auf- 
gestellten Gleichungen zwei andere, die gegebenen zu coinplexen 
Involutionsgleichungen ergänzende Gleichungen hergeleitet werden, 
mögen übrigens die gegebenen nur Verhältnisse , oder nur Winkel, 
oder die eine Verbältuisse , die andere Winkel enthalten. Durch 
jede der somit abgeleiteten Involutionsgleichungen ist aber gemäss 
den bisherigen Definitionen das involutorische Verhalten der be- 
treffenden sechs Punkte der Ebene dargethan. 

Die geometrische Deutung zweier zusammengehöriger Gleich- 
ungen von b) wie 

{ABC, C'A'ff) = l und ABC, C'A'^ = 0, 
ist leicht zu geben. Nach denselben sind drei Paare von 
Punkten einer Ebene ^ u ad ^', £ u. s. w. in Involution, 
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wenn in deni (einfachen) Sechseck AC'BA'CB'J, in wel- 
chem jedesmal die zugeordneten zwei Punkte eiu»M 
Paares gegenüberstehende Ecken sind, das Product 
der ersten; dritten und fünften Seite gleich dem Pio- 
duete der übrigen Ist und die Summe des ersten, dritten 
und fünften Winkels der Summe der übrigen Winkel 
und =0 oder einer gradenAnzfihl gestreckter Winkel 
gleich ist. 

Dieselbe Deutung lassen die übrigen drei unter b) aufgestell- 
ten Paare von Gleichungen zu, welche sich auf die (einfachen) Sechs- 
ecke 

A'C'BACB'A', AC'B^A'CßA, ACBA'C'B'A 
beziehen und somit gleicIimüSNig auf ein und dasselbe System in- 
voliitorischer Piinktepaare einer Ebene Anwendung finden. 

Die Auflösung und geometrische Deutung der Gleichungen A) 
ergiebt sich nach §. MI — 113 in derselben Weise, wie die derGleich- 
usgen B) und man kann z. B. statt der die Involution ausdrucken- 
den Gleichung 

[AA'BC]^[A'A^C'] 
auch die Gleichheit der entsprechenden absoluten Doppel Verhält- 
nisse und der Doppelwinkel : 

{AA'BC) = {A'AB'C') und AA'BC = A'AWC' 
Hetzen, welche einfach besagen, dass drei Paare A und A', B 
U.S.W. zugeordneter Punkte einer Ebene in Involution 
sind, wenn das absolute Doppelverhältniss von vier' 
Punkten dem der vier zugeordneten Punkte und der 
dem ersten Doppelverhältnisse entsprechende Dop- 
pelwinkel dem Doppelwinkel, der dem zweiten ent- 
spricht, gleich ist. 

Es kam somit jede der Gleichungen A) durch eins der folgen- 
den Paare zusammengehöriger Gleichungen vertreten werden; 
i{AA'BÜ) = {A'AB'C') und AA' BC= A'AB'C', 
[BB'CA) ^- iß'BC'A) und BlfCA = B'BC'A', 
(CC'AB) = {c'CA'W) und CC'AB= C'CA'B'. 

In derselben Weise wie oben lässt sich aber auch nachweisen, 
dass irgend zwei dieser Gleichungen hinreichen, die^nvolution der 
sechs Punkte in der Ebene ausdrücken. Dasselbe ergiebt sich 
übrigens schon aus den Betrachtungen von §. 118 und 119 2). Sind 
nämlich von sechs in Involution stehenden Punkten A, A', B, B' 
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C, (f einer Ebene die fünf ersten gegeben, nnd sollen dabei A und 
A', B nnd ff einander entsprechende sein , so ist der sechste C' be- 
stimmt, wenn von vier Punkten, unter denen C, nicht aber zugleich 
C, sich befindet , zwei von einander nnabhäugige Qnatemionen 
(Doppel Verhältnisse oder Doppelwinket) gegeben sind. Diese sind 
aber durch die gleichgebildeten Quaternionen der vier zugeord- 
neten Punkte unter denen sich C' nicht befinden kann, gegeben, 
folglich u. s. w. 

§. 128. 
Ceulralpuukt in volu torischer Punk te einer Ebene. 
Nimmt man von sechs in Involution stehenden Funkten A und A', 
B und ff , C und C einer Ebene einen z.B. C nach irgend welche* 
Richtung unendlich entfernt an, fUr welchen Fall der zugeordnete 
Punkt mit bezeichnet werden soll, so vereinfachen sich die Gleich- 
ungen Ä), B) , sowie a) und b) in ähnlicher Weise, wie in §. 73 die 
Gleichungen A*) und B*) ans A) und B) des §. 69 hervorgingen. 
Han erhält somit 

1 \0A\ _ \AB\ \Aff\ {0B\ _ \BA\ \BA'\ 
\öT\~ \BAy \ffYy ^^\~^^B\\Ä^-y 
\OA\\OÄ\ = [0B\ . [Off] oder [AO] : [OB] = [B'0] : [OA'] ; 
! [0A'] _ [Off] [0^_ [OB'] 
[A-B] ~ [ffA] ' [AB] ~ [ffA'] ' 
jOA'] ^[OB]. [OA]__[OB]_ 
[A'B'] ~ [BA] ' [Äff] ~ [BA'\ ' 

Diesen entsprechen ebenso viele Gleichungen mit absoluten Ver- 
hältnissen und dazn gehörige Winkelgleichungen, welche man durch 
Auflösung der complesen Ausdrücke nach §. 109, 1. erhält: 



OA' 


~b2 


■ FT "'"' -""-^ 


— -*"•* -P'io-« . 




OB 
Off 


BA 

-Uff 


. ~ und BOff 


= BAff + BA'ff, 




[oA. 


0A' = 


OB. ff unä AOB 


= ffOA; sowie AOB' 


= BOÄ, 


OA' 
A'B 


= ^unA0A'B = 0ffA; 


OA Off ,„ „ 


=OB'A'; 



\TW~~BÄ *^^^OA'B'=^OBA; 
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AOB = ^OA', AOC ^ C'OA', {BOC = COB",) 
oder 

AOB' = BOA', AOC'=^C0A', (BOC'^COB), 
oder für den die Dreiecke 

AOC und C'OA', sowie BOC «nd COB" 
einstimmig Abatieh sind, woraus übrigens von selbst folgt, dass 
aucb die Dreiecke AOB und ffOA', sowie AOB' «nd 80^4', BOC' 
und COff , COA' und AOC' einstimmig äbnlicb sind, sowie dass die 
Winkel 

A')A', BO^, COC 
von einer und derselben Graden lialbirt werden. Drei in solcher 
Beziebuiig stehende Punktepaare A und .4' ß'und ff", C 
und C' einer Ebene sind dann wieder in Involution. 
Denn es folgt aus den Voraussetzungen nach b *) 

^=^,und...=«;w. 

^ = ^, und AOC =^^ AC'^CA: 

Durch Mnltiplication der Verhältnissgleichungcn erhält man 

«) 1 = {ABC, C'A'B'), 

und die Addition der Winkel gleiehungen giebt 

= AC''CA' + CB'^BC' + ßA''-AB'. 
£s ist aber 

AC''CA'= AC'^BC'+BC'CA', 
BA"-AB' =^ BA''-CA' + CA'^AB', 
CB'^BC = CB'^AB' -V AB'-BC; 
Aus der Summe dieser drei Gleichungen folgt mit Berücksich- 
tigting der vorhergehenden 

ß) AC'B + BA'C+ CB^A = ABC, C'A'B'z^O. 

a) und ß) sind aber zwei der unter b) in §. 127 bemerkten In- 
volutionsgleichungen für die Puuktepaare A und A', B und ß', C 
und C; folglich u.s.w. 

ä) Hieraus fliesscn folgende Definitionen für die Involution von 
Punkten in einer Ebene : 

Drei und mehrere Paare von Punkten einer Ebene 
J und ^', Bund ß", Cund C etc. sind in Involution, wenn 
sich in der Ebene ein Punkt (der Centralpunkt) so bestlm- 
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meii lässt, dass erstens die Prodncte OA.OA', OB.OB', 
, OC.OC etc. vou gleicher Grösse sind und dass zweiten§ 
die Winkel AOA', BOB', COC etc. von einer und derselben 
Graden {der Involutionsaxe ) halbirt werden, oder dass es 
zweiPaare von einstimmig ähnlichenDreiecken wie^OB 
und ^OA', BOG und C'OB\ AOB' und BOA' u. h. w. giebt. 

§. 129. 

Construction des Centralpunktes. Da die Lage des 
Centralpunktes zu zwei beliebigen Punktepaaren A und A' , B 
und £' der Ebene die Einstimmigkeit und Aehnlichkelt der Drei- 
ecke AOB' und BOA' (Fig. 53)', also die Gleicblieit der Winkel 1) 
OAß, OBA' und 2) OB'A, OA'B bedingt; so ist, wenn A^ und BA' 
sich in C schneiden, also A, ß", C sowohl als auch B, A', C in nicht 
zu bestimmender Reihenfolge in einerGraden liegen, nach §. 91, l) 
20AB' ^^'iOAC und iOBA' = 20BC, mithin wegen \)'iOACt^ 
•iOBC. Hieraus folgt aber nach §.21, 2) dass diePnnkte 0,A,B,C 
in einÄ Kreisperipherie liegen. Da aus gleichen Gründen 20^ A 
= 2 01^ C und -2 OA'B =2 OA 'C, also wegen 2) auch 2 OffC^^ 2 OA 'C 
ist, so liegen auch 0, ^', B" C in einer Kreisperipherie. 

Legt man also durch C — dengegenseitigenDurch- 
schnitt der Graden ^ß" und BA' — zwei Kreise, von de- 
nendereinenoch durchs und ß, der andere durch .4' 
und «"geht, soistderzweite Durchs chnittsp unkt der 
Kreise der Centralptinkt zu ^ und A' , ßundB". 

Die Einstimmigkeit und Aehnlichkeit der Dreicke AOlf und 
BOA' ei^icbt sich nun nach dieser Construction wieder wie folgt. 
Da A,B', C in grader Linie liegen und ebenso B, A',C, so ist 
'iOAB'^^IOACnnAlOBA' =10BC, femer, weil 0, ^, ß, C in einem 
Kreise liegen, so ist 20XC = 20ßC, folglich l)iOAB' = '20BA'. 
In gleicher Weise ergiebt sich aus 2 OA'B^^i OA 'C und 2 O^A = 
20B'C und der Kreislage von 0, A', B', C die Gleichheit der Win- 
kel 20^ 'ß undaOß'-^ oder 2) 1!AB'0=^BA'0. Aus l) und 3) folgt 
aber die Einstimmigkeit und Aehnlichkeit der Dreiecke AOB' und 
BOA' (oder OAB' und OBA')*). 



*) Sind u,ß,y und a, ß", / die in gleicliem Sinne genommenen Win- 
I zweier Dreiecke in einer Ebene, so folgt die Einstimmigkeit 
id Aebnllcbkeit der beiden Dreiecke nicht blos an« a= « 
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Znsätze nnd Folgerungen, l) Da auch die Dreiecke 
AOBand^OA' einstimmig Ähnlich, oder die WinkelO^ß undOß'^' 
sowie OBA und OA'B" gleich sind, so folgt, wenn C den Durch- 
schnittpunkt der Graden AB und B'A' bezeichnet, nach derselben 
Schiusweise , dass auch die Punkte 0, A, C, S in einer Krcisperi- 
pherie liegen, dass dasselbe mit den Punkten 0, A ', C', ß der Fall 
ist und somit der zweite Durchschnitt auch der um A, C', S , so- 
wie um A'C'B gelegten' Kreise ist; d. h. die vier Kreise, 
welche um die vier in einem vollständigen Vlerseit 
(mit den Seiten AB, A'ß, AS, A'ß) enthaltenen Dreiecke 
beschrieben sind, schneiden sich in einem und dem- 
selben Punkte (0). 

3) Hieraus folgt, dass der gemeinschaftliche Gentralpunkt 
für die Punktepaare A und A', B und S, C und C ist, dass als o 
diese Paare in Involution sind. 

Oder: d-ie sechs Ecken eines voUs tändigen -Vier- 
seits sind in Involution, so dass die gegenüberstehen- 
den Eckenzugeordete Paare, derselben bilden, wie be- 
reits in §. 114 auf minderem Wege gefunden worden ist. 

Die aus dieserinvolution folgenden Gleichungen (.^ßC,C■,^'ß') 
= {ABC', CA'B") = {AB'C, C'A'B) = {A'BC, C'AB'}=:1 (wobei 
die Abschnitte absolut genommen sind) drücken den Satz des Me- 
nelaus aus, angewendet auf jedes der vierin den Vieraeit enthaltenen 
Dreiecke, dessen Seiten von der jedesmaligen vierten Graden in 
drei Punkten geschnitten werden. 

§. 131. 
Doppelpunkte der Involution. Wird bezüglich der all- 
gemeinen Gleichungen A) nnd B) §. 126 oder a) und b) §. 127 die 

und ß = ß', sondern nnth aus ») 2« ^ •>«' und 2^ = 2jS'. Die 
in gleichem Sinne gerechneten Winkel eines üreieclis sind nämlich ctitive- 
der alle drei hohl oder alle drei erhaben. Wollte man also ans n) nicht 
n = ((', sondern c) o= 180»-+-a' folgern, so niüsste au«h d) ^ = 180"-I-|S' 
sein. Da nun in allen Fällen a +^ + y- a- + jJ'-»-/= laO" ist, so würde 
hieraus und ans c) nnd d) y:=y' folgen, was unstatthaft ist. Daher miisg 
aas a) nnd b) auf a:=a' und ß^ ß" oder auf die Aehnliehkeit nnd Einstim- 
migkeit der Dreiecke geschlossen werden; vergl. auch g. 22. 
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VoranBsetznng gemacht, dasa zwei angeordnete Punkte C nnd C 
in EmemfoderFzusammenrallen, so gestalten sich die Gleichungen 
A) und B) in ähnlicher Weise wie in §. 78 um und gehen ebenfalls 
in quadrati§G]ie in BetreiF des Punktes E über, in Folge dessen zwei 
Punkte E und F der Ebene, welche wieder die Doppelpunkte 
der Involution heissen sollen, der gemachten Annahme Gnüge 
leiateB. 

Die somit ans A) und B)'hervorgehenden Gleichui^en jind 






\[ABE,EA'B']^-1, 
' . \ [A'BE, £.4ß']= — I. 

Dieselben aufgelösst ^eben die absoluten Verhältnisagleich- 
ungen und Winkelbeziehungen : 

' 1 {ÄBE, EAg) = 1 und ÄBE, EAB" = 0. 

1) Vei^Ieicht man die Verhältnisse nnd Winkelgleicbungen 
unter a**) mit den unter a*) des §. 128 , so ergeben sich die ein- 
facheren Beziehungen 



=(©■' 



I und AOA'= %AEÄ, 
?|,= (||)' und «OS- = .»«•. 

d. h. der Ort von E ist die Peripherie eines durch AA' gefährten 
Kreises (vgl. Fig. 52), dessen Mittelpunkt wieder in einem durch A, 
0,A gezogenenKreiso sowie in einer-dievlvl senkrecht halbirenden 
Graden enthalten ist und mit O auf einerlei Seite der AA ' liegt. 

Da auch der Ort von E in derselben Weise bezüglich der 
Punkte B, 0, B' sich bestimmen lässt, so geht daraus hervor, dass 
die Durchschnittspunkte dieser beiden Ortskreise den Eigenschaf- 
ten eines Doppelpunktes entsprechen, d.h. die beideuDoppelpunkte 
£ und P selbst sind. 
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3) N^och einfacher sind die Beziebungen , welche man nach 
§. 128, 4) erhält, wenn man zwei zugeordnete Punkte in einen Dop- 
pelpunkt zusammenfallen Ifisst : 

0A.OA't=OR.OB'=^0E', 
oder 

OA: OEt=OE:OA', OB : OE = OE : OB^, 
und ■• 

AOE = BOA', BOE = EOBf, 
in denen man iiberalt den Punkt E mit F vertausclien kann. Aus 
den Winkel gl ei chungen ergiebt sich nämlich sofort, dasa der Dop- 
pelpunkt E (somit auch F) auf der gemeinschaftlichen Halbirungs- 
linie der Winkel AOÄ, BOtt d. h. auf der Involntiona ase 
liegt; und hieraus, sowie aus den vorstehenden Proportionen folgt 
noch die Aehnlichkeit und Einstimmigkeit der Drei- 
ecke AOEm^AEOA' sowie BOB und E0{( (oder -lOf und FO^', 
BOF und FÖB"). 

Dass den oben angeführten Proportionen und Winkelgleich- 
ungen zwei Punkte E und F gleichmässig entsprechen, ergiebt sich 
auch daraus, dass, jenachdem man für die Winkel AOA' , BOB' den 
einen öder andern Drehungssinn annimmt , die gemeinschaftliche 
HalbirungslinJe derselben von aus gerechnet die eine oder die 
andere der beiden einander entgegengesetzten Richtungen erhält ; 
d. h. es liegen die Punkte E, 0, f in Einer Graden. 

3) Hieraus, sowie aus der für beide Doppelpunkte E, F gleich- 
mässig giltigen Kelation 

OA.OA'— OE'~OF* 
geht femer hervor, dass auch hier, wie bei der Involution in einer 
Graden, die Entfernung BF beider Doppelpunkte vom 
Centralpunkte halbirt wird. 

4) Die Aehnlichkeit und Einstimmigkeit derDreiecke AOE und 
EOA\ AOF und FOA', ferner BOE und EOB", BOF, FOB' zeigt noch 
nach den Erörterungen des §. til, dass Bund Fmit jedem der 
Pnnktepaare .4und A', ß-und ß'in einem Kreise liegen 
und ein harmonisches Viereck bilden, oder [AA'EF] = 
[BB'EF] = — I ist ; ein Resultat, was auch unmittelbar den Gleich- 
ungen A**) entnommen werden kann (m. s. §. 79). 

5) Die Construction der Doppelpunkte E und f kann 
somit nach vorausgegangener Bestimmung des Centralp unkte s 
nach §. 133 vorgenommen werden , indem von den harmonischen 
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Punkten A, A', E, F, oder von B, ^, E, F die beiden ersten A,A' 
oder B, S sowie die Mitte der beiden geancliten £, f gegeben 
ist. Diese Constmction ist bereits oben unter I) mit andern Wor- 
ten angedeutet. 

In Betracht, dass die Doppelpunkte auf der Involntionsaxe 
liegen, kann die Bestimmung der Mittelpunkte der durch A^A\ E, 
F, nnd B, ^, E, F gebenden Kreise auch dadurch geschehen, dass 
man durch eine Senkrechte zurlnvolntionsase zieht und dieselbe 
■ durch Grade, welche die AA' nnd B& senkrecht halbiren, schnei- 
det. Die beiden Durchschnittsp unkte sind die gesuchten Hittel- 
punkte. . 

6) Weil endlich nach dem Vorhergehenden an vier Funkten 
A nnd A' , B nnd ff einer Ebene oder an drei und mehreren in In- 
volution stehenden Punktepaaren stets die beiden Doppelpunkte 
E und F zu construiren sind, so kann man für die Involution von 
Punkten einer Ebene auch folgende Definition aufstellen: 

Drei und mehrere Paare von Punkten einer Ebene 
^und^', 5 und ff, C und C' etc. sind in Involution, wenn 
sich in der Ebene zwei (hier stets reelle) Punkte -ff nnd 
F bestimmen lassen, mit denenjedes Paar in Harmonie 
ist (im Allgemeinen ein harmonisches Viereck bildet) ; d. h. wenn 
[EFAA '] = [EFBff] = [EFCC'] = ... = — 1 i s t. 

§. 132. 
Besondere Fälle der Involution von Punkten einer 
Ebene. I) Liegen die Punkte A, A', B, ff in Einer Graden, so 
treten die im vierten Capitel erörterten Beziehungen ein. Der Cen- 
tralpunkt liegt auf derselben Graden und zwar ausserhalb der Ab- 
schnitte AA' und Bff, wenn dieselben nicht in einander eingreifen. 
(§. 74.) In beiden Fällen kann man sagen , der Centralpunkt ist 
der Durchs chnittspunkt der Graden AA'Bff mit der gemeinschaft- 
lichen imaginären oder reellen Sehne der über AA' und Bff als 
Durchmessern beschrieben Kreise. Die Axe der Involution als 
die Halbimngslinie der Winkel AOA' , BOff fällt entweder mit der 
Graden AA'Bff zusammen, oder steht auf derselben senkrecht, je 
nachdem der Punkt ein äusserer oder innerer der Abschnitte 
AA't Bff ist, oder je nachdem die Winkel ^0^', 50^ = oder 
180* sind. Die Doppelpunkte E, F der InvolntioD liegen somit im 
ersteren Falle auch auf der Graden ..^'££', oder sind, wie man sich 
WiliHhal, neotr* G*om«(rie. 13 
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ftlr die longimetrischen Beziehungen auszudrücken pflegt , reell 
(können aber in anderer Hinsicht als die imaginSrenDurohschnitts- 
pvinkte der Über ÄA' und B^ als Dnrcbmessem beschriebenen 
Kreise angesehen werden); während im zweiten Falle die reellen 
Durchsclmittsp unkte £, F der über ÄA' und B0 als Dorcbmessem 
beschriebenen Kreise als Doppelpunkte zu betrachten sind, die, 
weil sie ganz ausserhalb der Graden AA' liegen , als für diese 
Grade imaginäre Paukte bezeichnet werden. Sowie übrigens 
die Ftuktepaare A , A' und E, F oder -B, B' nnd E, F im ersteren 
Falle harmonische Paare zugeordneter Punkte in einer Graden 
sind , so bilden im zweiten Falle dieselben Paare die gegenüber- 
liegenden Punkte eines harmonischen Vierecks in der Ebene , wo- 
bei der Mittelpunkt des Abschnitts EF stets ein Funkt der an- 
dern Abschnitte AA' oder BB' ist. 

3) Liegt von zwei Paaren zugeordneter Punkte A und A', B 
und B ein Punkt des einen Paares z. B. B in der durch das andere 
Paar A, A' gezogenen Graden (Fig. 53) , so giebt, wenn wieder 
den Centralpunkt dieser Paare be- 
zeichnet, die AehnÜchkeit undEin- 
stimmigkeit der Dreiecke .^Oß'und 
BOA' folgende Vereinfachung der 
Construction von an die Hand. 
Man lege durch die Punkte A, A ', B' 
einen Kreis , schneide von A' ans 
einen dem Bogen WA gleichen und 
gleichsinnigen Bogen A'B^ ab, und 
ziehe die Grade 5,5, welche den 
Kreis zum zweiten Male in dem Cen- 
tralpunkte schneidet. Denn man 
hat hiemach .40£'=£,0^'=i50,<', 
ebenso OW A = Qä' A=OA'B,-vo'c- 

ans die Einstimmigkeit und Aehnlichkeit der Dreiecke AOB' und 
BOA', sowie alle übrigen unter a^) undh*) (§.136) bemerkten 
Beziehungen hervorgehen. 

Nimmt man einen fünften Punkte' in der Peripherie desselben 
nm A, A', B^, folglich auch um gelegten Kreises an, und will den 
sechsten zur Involution oder zn demselben Centralpunkt OgehÖrigen 
Punkt C bestimmen, so hat man für diesen anch 
AOC" = COA' und OC'A= OA'C, 



Fig. 53. 
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d. h. es iflt C dei" Dsrchschniftspunkt von AÄ' mit einer Grraden 
OC, , für welche der Bogen ä'C^ gleich und gleichsinnig dem Bo- 
gen Ca ist. Auf gleiche Weise wird man för jeden Punkt des 
Kreises um 0, A, A' einen zugeordneten in der durch A, A' geleg- 
ten Graden finden und so ist auch z. B. dem Punkte B, der Punkt 
B^ , dem Punkte C, der Punkt C, angeordnet. Daher überhaupt : 

Dem durch 0, ^, ^' gelegten Kr eise ist die durch .4, 
^'gelegte Grade, und umgekehrt der durch A, A' geleg 
ten Graden der durch 0, A, A' gezogene Kreis znge- 



3) Es mögen ferner die Paare zugeordneter Punkte A und A' , 
B und B' in einer Kreislinie , deren Mittelpunkt M sei , liegen. 
(Fig. 54.) Ist nnn der zunächst auf gewöhnliche Weise bestimmte 
Fig. 54a. und 54b. 




Centralpunkt dieserPtinktepaa.re und zieht man durch den Durch- 
messer desKreises, welcher denselben in denPnnkten/^P schneide, 
treffen ferner die Graden OA und OB' den Kreis zum zweiten Male 
in den Punkten resp. A^ and B, , so hat man 

AB'B,=AJ,Bi oder AB'0 = OA,B,; 
nun ist 

AB'0=BA'0, 



OAiB,==BA'0. 
B,A,B=B^A'B, 



Da auch 
so Mgt 
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OA,B ^= B,A'0, hieraus, sowie aus 
BOA, = B,OA', 
ei^ebt sich weiter die Aehnlichkeit der Dreiecke 

OAiB und Oa'B^, 
sowie 

1) OJ,: OB = OA': OB,. 

Weil aber nach den Gleichungen a*) §. 128 OA.OA' = OB:OB' 
nnd nach einer bekannten Eigenschaft des Kreises OA . OAi = 
OB' . OB, , so hat man auch 

2) OA': OA,^=0B:0S, 
woraus in Verbindung mit 1) 

3) OA' = OAt und OB=OB, 

folgt Es musa demnach der durch gezogene Durchmesser PP' 
eine gern eins chaftli che Halbirongslinie der Winkel A'OA, imABOB, 
sein, und wenn man noch die Grade ^P zieht, so wird diese den 
Winkel A'AA, oder A'AO halbiren. 

Da femer AP und AP' senkrecht auf einander stehen, so bil- 
ienAA',AO, AP, AP' ein harmonisches StrahlenbUachel (§.46,3), 
oder es ist {PP'0!H')^= — l 

wenn M' der Punkt ist , in welchem der Durchmesser PP' 
von der AA' getroffen wird. Da ein Gleiches auch bezüglich 
der Strahlen ffB, B'O, B'P, B'P' gih, so folgt, dass M der ge- 
meinschaftliche Durchschnitt von AA', BB' und PP' ist. 
Hat man demnach noch ein drittes Paar zugeordneter Punkte CC', 
welche in der Peripherie desselben Kreises liegen und deren Ver- 
bindungslinie durch denselben Punkt Sf' geht , so wird auch für 
dieses und jedes der vorbeigehenden Paare der gemeinschaft- 
liche Centralpunkt sein. Wir schliessen hieraus: 

Die Paare von Endpunkten zweier und mehrerer 
in einem Funkte {M') sich schneidender Sehnen eines 
Kreises (Jtf) sind in Involution. Der Centralpunkt (0) 
dieserinvolution liegt in dem durch den gemeinsamen 
Durchschnittspunkt {Af') der Sehnen gelegten Durch- 
messer {PP') des Kreises dergestalt, dass der Durch- 
messer in dem Durchnittspunkte der Sehnen (M') nnd 
in^Centralpunkte (0) harmonisch getheilt wird. Femer: 

Befindet sich der Durchschnitt M' der Sehnen AA', BB"... 

(innerhalb i, „ . ■. . i « , ■ _ l ausserhalb I 

i t ,1 idesKreises, so heglderCentralpunkt i . , „ J 

( ausserhalb ( > o r ( ,nnerhaU> ' 
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desselben. Da die Punkte P, P' als die Endpunkte des durch 
gelegten Durchmessers ebenfalls zugeordnete Punkte der Involution 
sind , HO halbirt die Involutionsase den Winkel POP', i§t also PP' 
selbst, wenn ausserhalb des Kreises liegt, steht dagegen auf 
PP' senkrecht, wenn innerhalb desselben liegt. Die Doppel- 
punkte E, F sind, wenn ausserhalb liegt, auf der PP' durch die 
Beziehung OP.OP'= 0£' = OF* ihrer Entfemuiig nach von be- 
stimmt, indem OE oder OF absolut genommen der von aus an den 
Kreis gelegten Tangente gleich ist. Fällt innerhalb des Kreises, 
so sind die Doppelpunktg E und F die Durchschnittspunkte des 
Kreises mit der auf PP' selikrechten Znrolutionsaxe , da auch in 
diesem Falle OE oder OF absolut = yÖPTÖP' ist. Man kann 
demnach ancb sagen: Es ist 

{PP'EF) = — I wenn ausserhalb des Kreises liegt, 
und [PP'EF\ = — I wenn innerhalb des Kreises fällt. 

Da (PP'OM') =— 1 ist, so hat man, wenn M der Mittelpunkt 
des Kreises oder von PP' isi, nach §. 52X11. OP. 0P'= GM'. OM; 

folglich sind E und F auch die 1 . \ Doppelpunkte der 

° ( imaginären ) '^'^ ^ 

Paare P und P', ^und M\ wenn die Punkte des einen Paares 

1 . . , . I bezüglich des Abschnitts des andern Paares sind, 
I ungleichartig ' 

oder wenn M' \ , „ i des Kreises liegt. 

< ausserhalb ' 
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Sechites Capitel. 

Von den geometrischen Verwandtschaften 

der Figur«i. 



§. 133. 

Vorbemerkuagen. Die ältere Element ai^eometrie be- 
trachtet und benutzt drei Beziehungen der Figuren zu einander: die 
Gleichheit und Aehnlichkeit (Congruenz), die Aehnlieh- 
keit und die (Flächen-) Gleichheit. Die zwei ersteren dieser 
Verwandtschaften bestehen allgemein darin , dass eiaem Funkte 
(Elemente) der einen Figur ein Pnnkt (Element) der andern nach 
einem gewissen Gesetze entspricht, welches das eigentliche Wesen 
der betreffenden Verwandtschaft charakterisirt. Jede Art dieser 
Verwandtschaften führt dann zu einer gewissen Classe von Sätzen 
und Aufgaben , wie sie in der Begel ein wohlgegliedertes System 
der Elementargeometrie hervortreten Ittsst. Betrachtet man nun 
die allgemeinen Bedingungen und Eigenschaften, unter denen zwei 
Figuren in einer dieser Verwandtschaften zu einander stehen, so 
findet sich, dass 

]) Figuren ähnlich gleich sind, wenn der gegenseitige Ab- 
stand je zweier Funkte der einenFigur dem gegenseitigen Abstände 
der entsprechenden Punkte der andern Figur gleich ist. Als eine 
Folge hiervon ergiebt sich für Figuren in einer Ebene, dass zwischen 
allen entsprechenden Winkeln nnd Fläch entheilen ebenfalls Gleich- 
heit besteht, dass je zwei Grade der einen Figur sich in Funkten 
schneiden, welche für sich ein System bilden, dass dem ans den 
Durchschnitten der entsprechenden Graden der andern Figur ge- 
bildeten Systeme ähnlich gleich ist etc. 
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3) Zwei Figuren sind einander blos äbnlicfa, wenn die gegen- 
seitigen Abstände je zweier Punkte der einen Fignr in denselben 
VerhSltnissen zu einander stellen, wie die Abstände derentsprechen- 
den Punkte der andern Figur; odei wenn das Verbältniss ent- 
sprechender Abstände in beiden Figuren durchweg ein and dasseljie 
ist, (Das System der Funkte A, B, C, D... ist dem von A', ff, C', 

, ,. , AB AC AD SC 

* ... «Imhch, ™n -^, = j^ = ^, = ^ = . ..=™ „,). 

Als eine Folge hiervon ergiebt sich, dass bei ebenen Figuren anch 
zwischen entsprechenden Winkeln und den Verhältnissen ent- 
sprechender Flächenräume Gleichheit statt findet. Desgleichen 
bilden die Durchschnitte je zweier Graden der einen Fignr und die 
Durchschnitte entsprechender Graden der andern wieder ähnliche 
Systeme, deren einzelne Theile in demselben Verhältnisse zu ein- 
ander stehen, wie die gleichartigen Theile der ursprünglichen ähn- 
lichen Figuren. Ist das constante Verhältoiss m der entsprechen- 
den Strecken AB : A'B" etc. der Einheit gleich, so geht die Aehn- 
lichkeit in die Aehnlichgleichheit über, welche letztere Verwandt- 
schaft somit als specieller Fall der Aehnlichkeit dasteht. 

3) Zwei Figuren sind nach der gewöhnlichen Definition ein- 
ander gleich, wenn sie einerlei Flächeninhalt haben. Hiernach 
kann man sich ein Dreieck einem Viereck oder irgend einem Viel- 
ecke gleich denken. Soll indess die Gleichheit ebenfalls wie die 
beiden vorhergehenden (und die folgenden allgemeineren) Ver- 
wandtschaften als eine Beziehung aofgefasst werden, womach einem 
jedem Punkte der einen Figur Ein Punkt oder allgemeiner Ein 
Element der andemFigur nach einem gewissen Gesetze entspricht; 
so musB der Begriff der Gleichheit in einer etwas engern Bedeutung 
genommen werden, demznfolge*) : 

Zwei (ebene) Figuren oder Systeme von Punkten 
gleich genannt werden, wenn die durch irgend eine An- 
zahl Punkte bestimmten Fächentheile der einen Figur 
den Flftchentheilen der andern Figur gleich sind, 
welche die entsprechenden Punkte zu Ecken haben. 

So ist das Viereck ABCD dem Viereck A'B'C'D' gleich , wenn 
nicht nur diese Vierecke selbst, sondern auch die entsprechenden 
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Flächentheile ABC und A'^C, BCD und WC'If etc. gleichen 
Flächeamhalt haben. 

Dass ähnlich gleiche Figuren dieser Bedingung entsprechen, 
ei'giebt sich nach l) von selbst. Dass es aber auch eine so defi- 
nirte Gleichheit zwischen unähnlichen Figuren giebt, 'wird sich in 
der Folge erweisen; desgleichen, dass je zwei Grade der einen 
Figur sich in Punkten schneiden, welche ein gleiches System bil- 
den mit dem ans den Durchschnitten der entsprechenden Graden 
hervorgegangenen in der andern Figur etc. Nicht minder wird sich 
ergeben, dass sowie die Aehnlichgleichheit als specieller Fall der 
Aehnlichkeit anfgefasst werden kann, ebenso auch die blose Gleich- 
heit als ein hesondereiFall einer anderen allgemeineren Verwandt- 
schaft sich ansehen lässt. Bei Systemen von Punkten, die in gra- 
den Linien liegen, fällt die Gleichheit mit der Aehnlichgleichheit zu- 
sammen, oder kann keine neue Verwandtschaft darstellen, weil die 
Bedingung derselben , nämlich die Uebereinstimjnung der Figuren 
hinsichtlich des Flächeninhalts, nicht mehr vorhanden ist. 

Ausser den metrischen Verhältnissen zwischen Figuren, die 
in einer der angegebenen Verwandtschaft stehen, sind noch dieje- 
nigen Beziehungen zu bemerken, welche aus besondem Lagen der 
Figuren, je nachdem sie in einer Graden oder in einer Ebene 
liegen, hervorgehen. Die dahin gehörigen Untersuchungen, welche 
bezüglich ähnlichgleicher und ähnlicher Figuren*) in der gewöhn- 
lichen Elementargeometrie erst in neuerer Zeit etwas mehr berück- 
sichtigt werden, treten für die allgemeineren Verwandtschaften in 
viel entschiedenerem Interesse hervor und decken den inneren Zu- 
sammenhang gewisser Gruppen von Sätzen auf, der weniger leicht 
»nf anderem Wege zu ermitteln ist. 

In demFolgenden sollen nun die genannten sowie noch einige 
allgemeinere Verwandtschaften an gradlinigen und ebenen Gebil- 
den dergestalt erörtert werden, dass von der allgemeinsten dersel- 
ben, der Colliueation, der Ausgang genommen und dann durch 
Specialisirung gewisser Verhältnisse luid Bedingungen das Wesen 



•) Man vergl. eine dem Oeterprogramm 1852 der Kreutaschule kh 
Diesdea beigegebene Abbandlong' von Br. B. Baltzer, aucb abgedrackt in 
Crelle's Journal Bd. 02.8.142, in welcher die BDgezogeiten VerhältnisBe im 
Oeiste der neuareD Geometrie elementar gerasst und hinreichend voUstSn- 
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and der Zasammenliang der Übrigen Verwandtschaften nach Ihren 
haupts&chlicHsten und wichtigsten metrischen wie Position s Verhält- 
nissen in Betracht gezogen wird. 

§. 134. 

ErkUrnngen. Wie bereits in einer Anmerkung zu §,36 
■ vorläufig bemerkt worden ist, heissen zwei auf zwei oder einer 
Graden liegende Beihen von Punkten , oder kürzer zwei gradlinige 
Punktreihen CO Hin ear (nach Steiner: proj ectivisch, nach 
Chasles: homographisch), wenn jedes Doppelverhältniss von 
irgend vier Punkten der einen 'Reihe dem Doppelverhältniss der 
entsprechenden vier Punkte der andern Reihe gleich ist. Haben 
dabei die auf zwei Graden liegenden Punktreiben eine solcheLage, 
dass der Durcbscbnittspunkt der Graden als jeder Reihe angehörig 
ein selbstentsprechender ist , oder , was dasselbe bedeutet (§, 36, 
I und 3), dass die Verbindungslinien entsprechender Punkte durch 
einen und denselben Punkt gehen , so heissen die collinearen 
Systeme noch perspecti visch oder collinear liegend (ho- 
molog). Desgleichen werden zwei Strahl biischel collinear (pro- 
jectivisch, homographisch) genannt, wenn das Doppelver- 
hältniss von irgend vier Strahlen des einen Büschels dem Doppel- 
verhältnisse der entsprechenden Strahlen des andern gleich isL 
Die collinearen Büschel heissen ausserdem noch perspectivisch 
oder collinear liegend (homolog), wenn der Verbinduugsstrahl 
beider Mittelpunkte als beiden Büscheln angehörig ein selbstent- 
sprechender ist, oder mit andern Worten (§. 36, 3 u. 4), wenn die 
Durchschnittspunkte entsprechender Strahlen eine gradlinige 
Punktreihe bilden. 

In gleicher Weise werden zwei Systeme von Punkten und 
Graden in einer Ebene collinear genannt, weim jede vier in einer 
Graden liegende Punkte sowie auch vier «ich in einem Punkte 
schneidende Grade dasselbe Doppelverhältniss geben, wie die vier 
entsprechenden ebenfalls in einer Graden liegenden Funkte sowie 
die vier entsprechenden und auch in einem Punkte sich schnei- 
denden Graden des andern Systemes. 

Haben beide Figuren dabei eine solche Lage , dass die Ver- 
hindungsgraden entsprechender Punkte durch Einen Punkt gehen 
oder die Dorchschnittspunkte entsprechender Graden eine grad- 
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linige Fimktreilie bilden, so heiasen die Fignien collinear lie- 
gend oder perapectivisch (nacb Chaides homolog). 

§. 135. 
Die Sätze des §.36, welche als Fundamentalsätze für die 
die CollineatioD gradliniger Systeme von Punkten und ebener 
Strahlbüschel anzusehen sind, lassen sicli nun auch in folgender 
Fassung wiedergeben: 

1) Gehen die Verbiodungsgraden je zweier entsprechenden 
Punkte von zwei giadlinigenPunktreihen duxch einen und denselben 
Funkt, so sind die Punktreihen collinear und perspectivisch (haben 
perspectivis che Lage), dabei ist der Durchschnittspunkt der Graden, 
auf denen die Reihen liegen, ein selb stentsptech ender oder ein 
Doppelpunkt j und umgekehrt: die Verbindungsgraden je zweier 
entsprechenden Punkte von zwei coUinearen und perspectivis eben 
Punktreihen gehen durch einen und denselbenPnnkt; die perspec- 
tiviscfae Lage der collinearen Punktreihen findet jederzeit statt, 
wenn der Durchschnittspunkt der Graden, worauf sie liegen, ein 
selb Stent Sprech ender oder ein Doppelpunkt ist. 

2) Liegen die Durchschnitts punkte je üweier entsprechenden 
Strahlen von zwei ebenen Strablbüscheln in einer und derselben 
Graden, so sind die Strahlbüschel collinear und perspectivisch; 
dabei ist der Verbin du ugs strahl der Mittelpunkte beider Büschel 
ein gelbstentsprechender oder ein Doppelstrahl; und umgekehrt: 
Die Durchschnittspunkte je zweier entsprechender Strahlen von 
zwei collinearen und perspectiv! sehen StrablbUscheln liegen in ein 
und derselben Graden; die perspectivis che Lage der collinearen 
Büschel findet jederzeit statt, wenn der Verbinduogestrahl der Mit- 
telpunkte beider Büschel ein selbstentsprechender oder einDoppel- 
strahl ist. 

An diese schliessen sich als unmittelbare Folgerungen noch 
nachstehende Sätze: 

3) Liegen auf zwei Graden s und s' die collinearen Pnnkt- 
reihen J, B, C,.. . A\ W,C' ... und wählt man auf der Verbin- 
dungsgraden AA' zweier entsprechender Punkte zwei beliebige 
Punkte $ und S' als Mittelpunkte zweier StrahlbUschel SA., SB, SC 
— , S'A' S'B', sc' . ., so liegen die DuTchschnittspnokte der ent- 
sprechender Graden SB und S'B^, SC und S'C . . . in einer und 
derselben Graden. DennnachNr.2 sind die coUinearen Strahl- 
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bü^liel mit den Hittelpnnkteu Sund S' perspectiviscli, folg- 
lich etc. 

i) Sind S und S' die Mittelpunkte zweier colliue&ren Sttahl- 
bUschel a, b, c,. . . a, b', c . . . und legt man durch den Durch- 
scbnittapunkt^ zweier entsprechender Strahlen a und a zweiTrtHUt- 
versalen s und s, welche die beiden Büschel in zwei gradlinigen 
Pnnktreihen A,B,C,...A,ffC'... schneiden : so gehen die Ver- 
bindungsgraden BB', CC . . . entsprechender Punkte von « und s' 
durch einen und denselben Punkt. Denn die coUinearen 
Pauktreihen A, B,C. . . A, B", C' . . . sind nach Nr. 1 perspecti- 
visch, folglich u. s. w. 

§. 136. 
Lehreatz. Smi A, B, C ..., A',Br,C'. . .{Flg. io) zwei auf 
Zwei Ciradeu s und s' liegende coUineare Funktreihen, die aber im 
Allgemeinen nicht perspectiviech liegen, so schneiden sich je zwei 

Fig. 55. 




Grade wie AB^ und A'B, oder AC' und A'C oder BC' und B'C 

welche von zwei beliebigen Punkten der ersteren Graden nach den 
in Yerwechselter Ordnung genommenen zwei Punkten der anderen 
Graden gezogen sind, in Punkten L, M, N. . ., die auf einer und 
derselben Graden liegen. 

Denn bezeichnet ss' den DnrchscbnittspuQkt der beiden Gra- 
den t und / und ist iS der zu sj'entsprecbendePunkt auf «, insofern 
w' ein Punkt von «' ist, ferner S'der dem ss' entsprechende Punkt, 
iasofecn s/ der s angehört, so hat man nur zu beweisen, dass der 
DuFchechnittspunkt L zweier Graden wie A^ und A'B auf der SS' 
liegt. Letzteres folgt aber daraus , dass die Punkte A , B , st , S 
den Punkten A', B', $', ss collinear sind, folglich anch das von A 
ansgehende Biiscbel AA', AB", AS', Ats dem von A' ausgehenden 
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Büschel A'A, A'B, A'ss, A'S collinear ist. Weil aber diese Büschel 
einen gemeinschaftlichen Strahl AA' haben, eo sind sie perspeuti- 
visch, folglich schneiden sich nach §. 136, 2 die drei andern Paare 
entsprechender Graden A£^ und A'B, AS' nnd A'si , Ass' undA'S 
in Punkten £, S', S, welche in einer Graden liegen. Ebenso wird 

bewiesen, dass anch die Burcbschnittspunkte M, N in der SS' 

liegen. 

§. 137. 

Zusätze. I) Dazu drei Funkten A, B, C? einer Graden stets 
drei beliebige A', £', C einer andern Graden als collinear ent- 
sprechende angenommen werden können, so lässt sich der vorher- 
gehende Satz auch wie folgt ansdrücheii : 

Werden anf zwei Graden zwei Reihen von drei 
paarweise einander entsprechenden Punkten-*, £,C nnd 
A', g, C beliebig angenommen, so schneiden sich die 
Diagonalen Aß und A'B, AC' und A'C, BC' und B'C in drei 
in grader Linie liegenden Punkten i, iW, N. 

Da man femer AB'CA 'BC'A als ein zwischen zwei Grade s und 
s' beschriebenes (einfaches) Sechseck oder als ein solches betrach- 
ten kann, dessen erste , dritte und fünfte Ecke, sowie die zweite, 
vierte und sechste auf je einer Graden liegen , ao besagt derselbe 
Satz: 

Die Durchschnittpunkte der Gegenseiten einäs 
zwischen zwei Grade beschriebenen Sechsecks liegen 
in einer und derselben Graden. (Satz des Pappus: Papp. 
Collect, ril. Lern. XIII) 

Denkt man sich noch AA' , Bg , CC' gezogen, so kann man die 
Figur als ein Viereck ^^'C'C betrachten, das durch eine beliebige 
Grade BB' in zwei andere Vierecke AA'BfB und B^G'C getheilt 
ist, und für welche die Graden.i(7' und A'C, AB" und A'B, BC'nad 
S'C die Diagonalen sind, also: 

Theilt man ein gewöhnliches Viereck AA'C'C durch 
eine beliebige Transversale BB" la zwei andere Vier- 
ecke AA'B'B und BB^C'C, so Hegen die Durchschnitts - 
punkte l, N,M der Diagonalen der beiden Theilvier- 
ecke und des ganzen Viere chs in Einer Graden. 

3) Liegen die Punkte -rf, B, C, und.*', S', C perspectivisch, 
d.h. gehen die Graden .i^', B£^, CC' durch einen und denselben 
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Pankt P , so iet auch der Durchschnittspnnkt ss' ein selbstent- 
sprechender {§. 135,l)oder die Punkte S und S' fallen mit ss' zusam- 
men und die Grade LMN geht durch ss'. Alsdann werden die 
Graden, AA', BB', CC durch den Punkt P und die Grade 
LMN harmoniscligetheilt, oder die Graden* und /sowie 
ss'P und ijtfiV sind Strahlenpaare eines harmoniechen 
Büschels, wie sich nach §.60 oder 100, 3. Zusatz, sofort aus der 
Betrachtung der Vierecke AffA'B, BC'^C ergiebt , von denen je 
zwei Gegenseiten sich in ss, L und N tind je zwei Diagonalen in 
P schneiden, 

§. 138. 

Lehrsatz, Sind a, b, c a, b', c . . . die Strahlen zweier 

collinearer Büschel S und S', die im Allgemeinen nicht perspecti- 
visch liegen, so gehen die Verbindungsgraden je zweier Durch- 
Bchnittspunkte wie a'6' und a'" ft oder /, a'c' und a'.c oderm,6-c' 
und b' ■ c oder« , . . durch einen und dcnfielhen Punkt, nämlich durch 
denPunkt ss' der beiden Strahlen s und s', wovon die erste in dem 
ersten Btischel dem StrahleSS' als einem dem zweiten angehörigen, 
und die zweite im zweiten Biichel derselben SS' als einem dem 
ersten Büschel angehörigen Strahle entspricht. 

Denn nach den Voraussetzungen des Lehrsatzes ist sin (oft SS*«) 
= sin {ab's'SS'), mithin nach den Beaeichungen von §. 37 
''\abSS's)="(ab's'SS')- 

Die beiden somit angedeuteten collinearen Punktreihen sind 
aber wegen des gemeinsamen oder sich selbst entsprechenden 
Punktes a'a auch perspectivisch, folglich gehen die Verbin- 
dungsgraden entsprechender Punkte a'-b und a-b\ a'-SS' oder S' 
und a-s', a'-s und aSS' oder S durch einen und denselben Punkt 
(§. I3ö), d. h. weil die Verbindungsgrade von S' nnd a's' nur s' und 
die von a's und S nur s sein kann, dieVerbindungsgrade von a'-b 
und a'b' oder l geht durch ss'. Ebenso wird bewiesen, dass 
auch die durch a'c und a'.e, b'c und b'-c u. s. w. gelegten Gra- 
den ffi, » u. 3. w. sich in s's' treffen.' 

§. 139. 

ZusStgeund Folgerungen, l) Da zu drei Graden <i,6,<: 
eines BUschels stets drei beliebige a, b', c eines andern Bttschels 



jM,Googlc 



als coUinear entsprechende angenommen werden kennen, so kann 
man voratehendem Satze auch folgende Fassung geben: 

Werden zn drei durch einen Punkt S gehenden G-raden a, b, c 
drei beliebige andere ebenfall» durch einen Punkt S'gebendeGrade 
o', b', c entsprechend angenommen, so schneiden sich auch die 
Verbindungsgraden /, m, n der Diagonalpnnkte a'6' und a'-b, a'r. 
und a'c, b'c und b''c in einem und demselben Pnnkte. 

Da femer ab'ea'bc'a ein von zwei Punkten aus beschriebenes 
(einfaches) Sechseett, (dessen Ecken die Dnrchschnittspnnkte einer 
jeden Qraden mit der in der genannten Anfeinanderfolg«n zaoJIchst 
vorbeigehenden — oder folgenden Graden sind) oder ein solches 
bilden, dessen erste , dritte und fünfte Seite ebenso wie die zweite, 
vierte und sechste durch je einen Punkt gehen , so hat man auch 
folgenden Satz erwiesen: 

Die Verbindungsgraden der Gegenecken eines 
von zwei Punkten aus beschriebenen SechsseJts gehen 
durch einen und denselben Punkt. 

2) Liegen die Strahlbüschel .V nnd .S'perspectivisch, ä. h. 
sind die Durchschnittspunkte a-a, b'b', cc'. .. entsprechender 
Strahlen auf Einer Graden p enthalten; so ist auch der Strahl SS' 
ein selbstentsprechender, oder die Strahlen j, s' fallen mit SS' eu- 
sammeu und der Dnrchschnittspnukt von /, m, n muss in SS' liegen. 
Alsdann sind die Funkte 5 und S' sowie j»' SS' und i-m-n 
ha rmonis che Punkt epaare,d.h.(S,S',p-SS';/-m-n) =—I, 
wie sich nach §.60 oder 100 Zusatz 1) aus der Betrachtung des 
Vierseits a-b'-a'-b (oder b-c'-b'-c) ergiebt, von dem je zwei Ge- 
genecken a'b oder S und a'-b' oder S', a'6'iind a'b', a'ä und 
6- 6', ferner die harmonisch sich schneidenden Diagonalen SS' ^ l 
und p sind. 

§. 140. 
Aufgaben. Die vorhergehenden Sätze geben die Lösung 
und Begründung der Aufgaben: l) zu einem gegebenen System von 
Funkten einer Graden ein anderes demselben collineares in einer 
andern Graden zu construiren, wozu drei Punkte als entsprechende 
dreienPunkten der erstem Graden bezeichnet sind; und 3) zu einem 
Strahlbttschel ein anderes demselben collineares zn construiren, 
wozu noch drei durcheihenPunktgehendeGrade als entsprechende 
Strahlen des ersteren Büschels bezeichnet sind. Für beide Auf- 
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gtiiea sind die Fjille zn nntersclieideD, ob von den drei gegebenen 
Punkten (Crradeu) der zweiten Oraden (des zweiten BUecbels) einer 
mit seinem entsprechenden Funkte (eine mit ihrer entsprechenden 
Graden) der ersten G-raden (des ersten Büschels) in dem Durch- 
■chnittspunkte beider Graden (in der Verbindnngslinie der Mittel- 
punkte beider Büschel) znsammenf^t, oder nicht, d. h. ob die ge-^ 
geh enen Systeme vonPnnkten (Graden) zugleichperspectiviach 
liegen oder nicht. 

I. I) Sind im ersteren Falle A, ,B , C,... X die gegebenen 
Punkte der ersteren Graden t, nnd A, B", C , die gegebenen Punkte 
der zweiten Graden s, wobei also der Punkt s's' mit A identisch 
ist, nnd soll zu einem Punkte X TOn s der entsprechende X' auf 
1 bestimmt werden, so dass {ABCX)= (^A^C'X') ist: so ziehe 
man einfach die Verbindungsgraden SB', CC , welche sich in P 
schneiden mögen, nnd dann dieGrade/'X, welche die s' im Punkte 
X' schneidet. (§. 36, l. und §. 135.) 

2) Desgleichen sind im ersteren Falle a, b, c . . . x die gege- 
benen Graden des ersten Büschels 5; a, b', c die des zweiten S\ 
wobei die Grade SS'mit fl znsammenflült und soll zu einer Graden 
X von S die entsprechende x in S' bestimmt werden , ao dass 
«n [ahc(i)=^sin [ah'c'x) ist: so ziehe man durch die Punkte 6*6' 
nnd c'c die Grade p und nach dem Durchs chnittspnukte p'x von 
S' ans eine Grade, welche die geforderte x sein wird (§. 36, 2 nnd 
§.135). 

II, I) Fällt andernfalls keiner derPnnkte A' , B', C'der zwei- 
ten Graden 3 mit seinem entsprechenden auf der ersteren Graden 
9 znsammen, so kann man durch einen derPunkte von s'z. B. durch 
A' eine beliebige Grade ä, legen und auf derselben von Ä aus die 
Abschnitte A'Bf , A'C,. . . A'X^ gleich und einstimmig resp.mitden 
Abschnitten ..iflj^C,. . . ^JT der Graden s abtragen, hierauf die B'ifi , 
C'C, ziehen nnd durch deren Durchschnittsponkt P und durch Xt 
eine Grade legen, welche die i in dem Punkte X' trifft. 

S) Fällt ebenso keine der Graden a, b', c von S' mit ihrer 
entsprechenden in S' zusammen, so lege man von einem beliebigen 
Punkte S, einer dieser Graden, z, B. der «' an dieselbe die Winkel 
a'''b,, a'c,. . . a''x,, welche gleich und einstimmig resp. mit den 
Winkeln a^b, e^c. . . a'x von S sind, ziehe durch dielhirchschnitts- 
pnnkte der entsprechenden Strahlen 6,- b\ c,* c eine Grade p , und 
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äntch deren Ihirchschnittspnnkt p-x, mit Xf nach den Mittelpankt 
S' eine Grade , welche die geforderte x' ist. 

Die beiden letzten Constmctionen gründen sich ersichtlicher 
Weiae auf die vorhergehenden sowie anf den fiir sich evidenten 
Satz, dasB wenn ein Sj'stem von Funkten oder Graden mit einem 
zweiten collinear liegt, und das zweite mit einem dritten völlig gleich 
(identisch) ist, das erste auch dem dritten collinear ist. 

III. Dieses zu Hilfe genommene dritte System in petspecti- 
vischer Lage kann auf noch andere Weise vertreten werden, wie 
folgende allgemeine Losungen derselben Anfgaben zeigen werden. 

1) Sind die Punkte A, ß, C, . . . X der Graden » sowie A', W, 
C' der Graden s' gegeben und soll zum Punkte K von s der ent- 
sprechende X' auf s bestimmt weiden , so ziehe man durch eins 
der Paare zugehöriger Punkte z. B. durch A nnd A' die Grade o, 
nehme auf derselben zwei beliebige Punkte P und /*', ziehe von 
P aus nach J, C, X die Strahlen 6, c, a; , sowie von P' nach S", C' 
die Strahlen fc', c nnd lege durch die Durchschnitte 6 ■ ö' oder ff, , 
C'c oder Pj entsprechender Strahlen die Grade s, , welche x in dem 
Funkte A', treffen möge. Eine von P' nach X^ gezogene Grade 
X wird dann die s' in dem gesuchten Punkte X' schneiden. 

Denn wegen der perspectivischen Lage der Büschel P und P' 
(§. 135) ist Sin (d, 6, c, x) = sin (o, b\ c, x") , mithin {ASCX) = 
(A'B'C'X'). 

Zus ätze. Man kann für die Punkte Xund X' gewisse sin- 
gulare Lag enverhSJtnisse voraussetzen, welche z. Th. auch anf ent- 
sprechende metrische Verhältnisse hinführen, wie sich in der Folge 
ergeben wird. 

a) Sei X der Durchschnittspunkt ss' der beiden gegebenen 
Graden , so findet man den diesem entsprechenden Punkt 5 {S') 
auf der ersten (zweiten) Graden s (s'), insoweit ss' als der zweiten 
(ersten) Graden s' (s) angehörig betrachtet wird, wenn man von P' 
{P) nach s's' die Grade P's's {Ps's') zieht, welche die »' in dem 
Punkte S, (S,') schneidet, und von da aus nach P{P') den Strahl 
PS, {P'S\) legt, der die s (s") in dem gesuchten Punkte S (S') 
treffen muas. 

b) Soll X {X') der unendlich entfernte Punkt anf der Graden 
s(j)sein, zu welchen der entsprechende J'(J) auf der Graden j (t)zu 
bestimmen ist, so ziehe man von/" (P') zur s(s') dieParallele w("'). 
welche die Grade s, in dem Punkte /, (/j") schneidet und sodann 
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TonP'(f) den Strahl i*'J, (fJ,') , der die s' (s) in dem gesuchten 
Punkte J' (J) treffen muas. 

c) Die vorstehenden Constructionen des Punktes ^sowohl im 
Allgemeinen wie in den untera) und b) bemerkteubesondemFällen 
vereinfachen sich etwas, wenn man für den Punkt P den Durbh- 
achnittapunkt A' der Öl-raden a und s' und für P' den Pnnkt a's 
wählt. (Vei^I. §. 136 u. Fig. 55.) 

2) Sind die Strahlen a,b,c, . . . x des Bäschels 5 sowie a, b',c 
des Büschels S' gegeben und soll zum Strahle x von S der ent- 
sprechende x' von S' bestimmt werden , so lege man durch den 
Durcbschnittsp unkt eines der Paare zugehöriger Strahlen z.B. durch 
a ■ a oder A, zwei beliebige Grade p und p', von denen die erstere 

die Strahlen b, c, x in den Punkten B, C,. . . X, die andere p 

die Strahlen 6',c' in £*, C treffe. Durch die entsprechenden Punkte 
B und 5', Cund C lege man zwei Grade, die sich in S, schneiden 
und ziehe die Grade S^X, welche die p' in X' treffen möge. Eine 
von X nach S' gezogene Grade ist dann der geforderte Strahl x . 

Denn wegen der perspectivischen Lage der auf p und p' lie- 
genden Punktreihen (§. 135) ist {ABCX) = {A^ C X') , mithin 
ein (abcx) = sin (a'b'c'x). 

Zusätze. Für die Strahlen a: und a:' kann man ebenfalls ein 
besonderes Lagenverhältnias voraussetzen: 

a) Ist nämlich x die Verbindungsgrade SS' der beiden Mittel- 
punkte , so findet man den dieser entsprechenden Strahl s («') des 
ersten (zweiten) Büschels S (S'), insoweit x oder SS' als dem zwei- 
ten (ersten) Büschel S' (S) angehörig betrachtet wird : wenn man 
den Durch sehnitt^punkt der SS'und der Graden p' (p) mitS, durch 
die Grade s,{s,') verbindet, welche die p {p') in dem Punkte p's, 
{p'-s,') trifft, nach dem man vonpS(S') den geforderten Strahl s{s') 
zu ziehen hat. 

b) Da dem unendlich fernen Punkte einer Graden kein be- 
sonderer Strahl des Strahlbtischels zur Seite gestellt werden 
kann, so giebt es hier zu 1 , b. keinen direct analogen Satz; wenn 
auch die einander entsprechenden rechtwinkligen Strahlenpaare 
beider Büschel ähnliche metrische Beziehnngen abgeben werden. 
(Vergl.§.40.2a.) 

c) Die Construction des Strahles x' im Allgemeinen wie in dem 
besondem Falle vereinfacht sich etwas , wenn man fiir die Grade p 

WitiMhtl, nesars Geopialrie, U 
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den Strahl ä des zweiten Bttschels S' nnd für p' den Strahl a des 
ersten S wählt. 

Metrische Verhältnisse und Gleichungen für dieCol- 
lineation zweier Punktreihen oder Strahlbnschel. 

§• 141- 
Sind A, B, C drei Punkte einer Graden s, welche den Punkten 
A', S, C einer andern s' entsprechend gesetzt werden, so ist der 
einem auf s beliebig angenommenen Funkte X entsprechende X' 
auf «' durch die Kelation 

(ABCä) = {A'S'C'X') 
bestimmt. Löst man die symbolischen Ausdrücke auf, so ergiebt 
sich auch 

ax_ a'x' /ac _ a'c'\ 
xb~'Fb'\cb' C'B') 

oder , weil -^ : -p-^ , aus gegebenen Abschnitten zusammen ge- 
setzt, als eine Constante anzusehen ist, deren ■Werth=igesetzt wer- 
den mSge, 

XB~ Ä'B" äb''TT~ ' 
d.h. Sind die Punktreihen zweier Gradeti (die auch in 
Eine zusammenfallen können) einander collinear ent- 
sprechend, so ist das Verhältnies zwischen dem Ver- 
hältnisse der Abstände eines jeden Punktes {X) von 
zwei festen Punkten {A, B) der einen Graden und dem 
Verhältnisse der Abstände des entsprechenden Punk- 
tes (X') von den festen Punkten (A', ff) der andern Gra- 
den ein constantes (il). 

Umgekehrt kann man von der Gleichung I, auf die Collineatiou 
der beiden Punktrejlienschliessen, oder: Theilendieveränder- 
lichen entsprechenden Punktet, X' die Abschnitte AB, 
A' ff zettlet Graden s und «'so, dass die Verhältnisse 

Fr' ITW' 'ä^''Tl>ß'I^ eines jeden Abschnittes in einem 
constanten Verhältnisse stehen, so bilden die Puftkte 
auf den beiden Graden zwei col lineare Punk treiben. 
Denn sind C, D irgend zwei besondere Lagen des veränder- 
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Heben Punktes X, ebenso C, D' von X' , so hat man nach der Vor- 
anssetzung 

AC ,A'C' , AD ,A'If 

— . -f^P. — ^ ^' ■ '^'^' 
W' DB~ C'B' ' YW 
oder 

d. h. die Punkte A', &,C', D' ainA den Punkten 4 Ä,C,fl collinear. 

§. 142. 

Geometrische Bedeutung und Construction der 
Constante i. Ximmt man in der Gleichung I. des vorhei^elien- 
den §. den Punkt X' als den nnendlicb fernen der Graden s an, 
und bezeichnet den entsprecbenden auf > mit /, so hat man, wegen 
A'X' ■.X'ff^—l 

-=-i,oder- = L 

Desgleichen giebt dieselbe Gleichung I. , wenn X der nnend- 
Udt ferne Puokt der Graden s und /' der ihm entsprechende auf 
i ist, AX:XB = — [ und 

A'r 1 , B'r 

-pp = --,oder-^=l 

Somit lässt sich die Gleichung I. auch schreiben 

AX A'X' _AJ /_ B 'J' \ 

XB ■ X'B^ ~~ BJ \ AT') * 
Da der Punkt J von A und B unabhängig, den Werth des VerhSk- 
nisses AJ:BJ=l bestimmt, so kann man auch für jeden gegebenen 
Werth TOB il den Funkt / gegen A und B seiner Lage besümmen. 
SoH 1 = — 1 sein , Ro muss / den Abschnitt AB halbiren , desglei- 
chen auch J' den Abschnitt A'^. ßetzt man dagegen tSr i, den 
Werth = + 1 voraus , so kann nach dem Verhältnisse AJ: BJ=\ 
der Punkt / nur der unendlich ferne der Graden AB sein , und da 
/ derjenige Punkt der ersten Gritden ist , weicher dem unendlich 
fernes der zweiten Graden entspricht, so ist bei collinearer 
Beziehung der Punkte zweier Graden mit derAnnahme 
von 1 = 1 der besondere Umstand verknäpft, dass dem 
unendlich fernen Punkte der einen Graden derunend- 

14* 
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lieh ferne Funkt der andern entspricht. Die Gleichung 
(I) vereinfacht sich tüx diesen Fall anf 

AX __A'X' 

XB~ X'B'"'' 
eme Beziehung, welche aosdrfickt, dass die Punkt X, X' die Ab- 
schnitte AB, A'ff ähnlich oder proportional theilen. Daher: 
Die collineare Beziehung zweier gradliniger 
Panktreihen geht in die einer geometrischen Propor- 
tion fiber, wenn dem unendlich fernen Punkte der ei- ' 
nen Reibe auch der unendlich ferne der andern ent- 
spricht. 

§. t43. 

Anderer Ausdruck für die Collineation der Punkte 
zweier Graden. Die collineare Beziehung 

{ABCX) = (A'B'C'X') 
der festen Punkte A,B, C, und A', B', (f zweier Graden * und i 
sowie der veränderlichen Funkte X und X' lässt sieb auch noch 
auf andere Weise ausdrücken. Ist nämlich A' der unendlich ferne 
Punkt der zweiten Graden, B der unendlich ferne Punkt der ersten 
und bezeichnet man wie vorher mit J und /' die den Funkten Ä' 
und "B entsprechenden Funkte auf der ersten und zweiten Graden, 
so vereinfachen sich obige DoppelverhSltnisse auf 

JX.l'X' =JC.J'C' 
oder, weil das Product /C./'C aus Abschnitten zwischen festen 
Punkten besteht, also einer Constante ^ gleich gesetzt werden 
kann: 

n. }X.J'X' = ^, 

d.h. Werden die Funkte zweier Graden zu einander 
in collineare Beziehung gebracht, seist das Froduct 
[JX-yX") aus den Abständen zweier entsprechender 
Punkte (.V, A') von zwei festen Punkten (/, /') die den 
unendlich fernen Funkten der beiden Graden ent- 
sprechen, von unveränderlicher Grösse. 

Der Satz gilt auch umgekehrt; oder werden auf zwei Gra- 
den (s und »') je zwei entsprechende Punkte {ÄrmAX') 
so angenommen, dass das Froduct {JX.J'X') ihrer Ab- 
stände von zw ei festen Punkte n (/und J') constant bleibt 
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so bilden die dergestalt bestimmten Fnnkte X und X' 
»wei collineare Punktreiben anf den Graden (s and «'). 
Denn sind X, und A, zwei Funkte dei ersten Graden, ^,' und 
Xt die entsprecbenden der zTreiteu, bo hat man 

JX,.J'X/ = JXt,J'X,' 
oder 

JX,:JXt = J'Xt':j'Xi'. 
Bedeuten nun U und 0" die unendlich fernen Paukte der Gra- 
den s und s', so hat man auch, wegen XiÜ:XfU= Xi'ü': ^,(7'=I, 
JX, JXt _ J'A,' J'Xi 

x^' x^~x^'xrif' 
d.i. 

(JUX.X^) = (J'U'Xj'X,'), 

ijvx,x;) = {V'J'X{X,X 
mithin sind die Punkte /, ü, JT,', X^ der einen Graden denPunkten 
U' , 3' , X,', Xf der andern collinear entsprechend, und dabei J und 
J' die Punkte der ersten und sveiten Graden , welche den unend- 
lich fernen U' und U der zweiten und ersten Graden zugeord- 
net sind. 

§. 144. 

Dritter Äusdrnck ftir die CoUineation gradliniger 
Pnnktreihen. Ans der Gleichheit der DoppelverhUtoisse 

{JBXC)=(_A'B'XC') 
zwischen den auf beiden Graden entsprechenden Punkten folgt 
auch nach §.27, HI. die Beziehung 

(ABXO + iA'X'B'O^l 
oder, wenn man die Ausdrücke auflösst und die Verhältnisse zwi- 
schen den festen Abschnitten 

BC __ ^^' ^ 

setzt, 

^„ AX , C'X' 

eine Gleichung, welche ebenfalls die collineare Beziehung derver- 
änderlicben Punkte X,X auf den beiden Graden s und /ausdrückt 
und für welche die Pnnkte A^ B, C' an kein besonderes Verhältniss 
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gflkaäpft sind, wSbrend man B tmd f ab einander entsprediende 
Punkte anzusehen hat. 

Man kann daher den drei Punkten A, B, C' besondere La- 
gen zuweisen, wodurch die Coef£cienten v und n entsprechender 
Weise besondere Werthe bekommen, Namentlich kann man 
einen oder zwei dieser Funkte als die unendlich fernen derGraden 
s oders' annehmen nnd bezeichnet man den jedesmal entsprechen- 
den in der andern Graden s oder s wie oben mit J' oder /, so er- 
hält man aus HL oder aus {ABXC) + {A'X'^C') = \, 

a) wenn A als der unendlich ferne von $ angenommen, also der 
entsprechende A auf i mit /' bezeichnet wird: 

Bc , gy C'X' 

ni a. 

b) wenn Ä und If die unendlich fernen Punkte auf i und / 
sind, ihre entsprechenden-J'nnd B auf s und i mit /' und^ 
bezeichnet werden: 



c) wenn A und C die unendlich fernen Punkte der Graden s 
und s' sind und deren entsprechende A' und C auf s und s 
mit /' und / bezeichnet werden : 

B3 , B'J' 

Die letzten beiden Gleichungen (IIIc.) für die coUineare Be- 
ziehung der veränderlichen Punkte X und X' sind wegen ihrer 
Symetrie nnd der einfachen geometrischen Bedeutung der Coeffi- 
cienten v" und n" besonders bemerkenswerth. Sind daher Ay A' 
zwei andere entsprechende Punkte der collinearen Punktreiheu, 
anf beiden Graden , so hat man ausser der Gleichnug 
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noch die bei(l«n 


BJ DJ- 


und 


BJ ^ B'J' 

5s + Kr='' 




-+^-1 



von denen je zwei Gleichungen die dritte involviren. 

§. 145. 

Zusätze. 1) Die Gleichung (IIIc.) lässt eine bemerkens- 
werthe Eigenschaft der Punkte zweier Graden, welche in collinearei 
Beziehung EU einander stehen , erkennen. M^an wird nämlich 
auf der einen Graden s (/) von einem festen Punkte B, 
(ß') aus einen Abschnitt BX, (B'X') bestimmen können, 
der seinem entsprechenden B'X', {BX) gleich und zu- 
gleich demselben entweder gleichsinnig oder entge- 
gengesetztist. Denn setzt man in der Gleichung (IIIc.) BX, = 
B'X,', so erhält man 

BX, = B^X,' = v" + n", 

oder, wenn die Werthe für v" und jt'" wieder eingesetzt werden: 

BX, = B'X,' = BJ+ B'J'. 

Setzt man dagegen BXj = — B'X^' voraus, so ergiebt sich für 
diese Abschnitte 

BXj = — £^Xj = v"—n" 
= BJ—SJ'. 

I^immt man z.B. an, dass der Durch Schnittepunkt S beider 
Graden s und s' ein selbstentsprechender ist , mithin die auf denseln 
ben liegenden c ollin earen Punktreiben zugleich perspectivisch sind, 
so kann man B und ^ mit S zusammenfallen lassen, Ist femer P 
der Durchs chnittspunkt aller Verbindungsgraden je zweier ent- 
sprechender Punkte der Punktreihen (der Projectionspnnkt), so fin- 
det man die Punkte Jund/^ auf « und s' einfach dadurch, dass man 
von P aus zwei Parallelen zu j'und s zieht, welche die s und s in 
den Punkten / und J' treffen. Die einander gleichen und gleichge- 
richteten Abschnitte ei^eben sich dann einfach durch 

SA, = sa;' = SJ + SJ', 
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sowie die entfiegengesetzt genommenen Abschnitte durch 

SXt = — SX,' = SJ — SJ', 
nachdem man für beide Graden s und *' den positiven Sinn vorher 
festgesetzt hat, was anch durch Erthellnng bestimmter Vorzeichen 
den Abschnitten SJ und SJ' geschehen kann. Die Bestimmung der 
Abschnitte SA, = SX,' oder SA, = — SX^' erhält unter andern in 
der Aufgabe des Apollonius vom VerhKltniss- und Baum- 
schnitt besondere Bedeutung. 

3) Sind die Punktreiben auf den beiden Graden s nnd a' ein- 
ander Shnlich, entsprechen sich also die beiden unendlich fernen 
Funkte beider Graden , wofilr man die beiden correspondirenden 
Punkt« B, S annehmen kann, sd giebt die Beziehung (ABXC) + 
{A'X^C') = 1 die Gleichung 

AX , C'X' , , 
_ + _^=,, oder 

vAX+nC'X' = l 
für die proportionale Th eilung derGtaden s, s durch die veränder- 
lichen Punkte X, X'. Diese Gleichung redncirt sich leicht auf die 
in 143 bemerkte für denselben Fall; denn aus 

AX , C'X' , AX , C'X' 

folgt sofort 

AX_ A'C' + C'X' _ 'i'X' 

AC ~ Tc" ~ jTc^' 



§. 146. 

Vierter Ausdruck für die Collineation gradliniger 
Punktreihen. Setzt man in der Gleichung (§. 141) 

^=k^^odeTAX.B'X' = k.BX.A'X', 

in welcher ft irgend eine Constante bezeichnet , BA + AX tüi BX 
nnd A'^+ffX' für A'X', so erhält man 

{l—k)AX.^X'-\-kB^A'.AX + kAB.ffC'-{.kAB.A'ff = ü, 
oder wenn man die constanten Grössen 

r^B'A', ~^AB, -JL-AB.A'B', 
1 — k \ — k ' I — A ' 

resp. mit 1, ft, y bezeichnet: 

IV. AX.£^X' + XAX+it,B'X'+v = Oi 
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eine GleichttDg, welche ebenfalls die collineare Be- 
liehnnug der Funkte ^ and ^' aafden Graden s and s' 
aas drückt. Denn auch umgekehrt; ninunt man auf zwei Graden 
s and i von zwei festen Pankten A nnd f ans zwei veränderliche 
Abschnitte AX, £fX', welche an die Relation 

AX.S'X' + lAX+^B'X' + v = 
gebunden sind, so bilden diePnnkteXundJT'zweicoUinearePnnkt- 
reihen. Der Nachweis dessen wird zugleich die geometrische Be- 
deutung der Coefficienten X, (t, v geben. LSsst man nämlich 

1) den Pankt.7 mit A also X' mit A zusammenfallen, so giebt 
die Gleichung 

1) (iS'^' + v = 0; 

3) fällt X mit B , und X' mit B ' zusammen, so erhält man 

2) l.AB-\-v = 0; 

3) nimmt man X als den unendlich femenPnnkt der Graden s, 
folglich X' als den Punkt J' an , so ist 

3) fi'/' + l = 0; 

*) und wenn X' der unendlich ferne Punkt von s', also X der 
Punkt / ist : 

4) AJ + fi=Q. 

Hieraus ergeben sich für die CoefGcienten der Gleichung IV. 
die Werthe 

X = J'B'; ft = JA\ v = AB.B'J'=:B'A'.AJ, 
und wenn man sie in IV. snbstitairt, so kommt 

AX.B'r+rB'.AX+JA.B'X' + AB.B'J' = l) 
oder 

(JA + AXjB'X' + {XA+AB)B'J' = 0, 
d.i. JX.B'X'+XB.£'J'=^0 oder JX.BX=: B^j' .B'X' 
folglich 

./X_ B'J' BX—JX ^ ^J' _ 

BX~^ B'X" BX "•" 'WT — ' 



h3 B'J' _ 

BX + WT ~ 

welches die Gleichung {III. c) §. 144 ist. 

Die Bestimmungsgleichungen I) — 4) für die Coefficienten 
^1 Ml V geben noch eine Bedingnngsgleichung an, nämlich 
v = AB.B'J' = B'A'.AJ oder 
AJ _ B'J' 
AB~'WT'' 
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Bildet man nun aus diesen einfachen Verliältnissen mit Hilfe 
der unendlich fernen Punkte V und V der Graden s und a Doppel- 
verhJtltnisse, nämlich 

JA _ JV _ J'g J'V 
AB' VB~'^T'' Ü'A'' 
d.i. 

{JBAV) = {J'A'B'V'), 
oder 

(^AÜJB) = {A'J'U'B'), 
so geben diese die collineare Beziehung der Punkte A, V, J, B wtdi 
A', }', V', B' zu erkennen. Dasselbe ei^ebt sich auch auf dem 
oben gezeigten Wege, Denn aus 

Aj B^y „, 

ÄB-WT ^'^^ 
AJ _ B'J' AB—AJ B^J' _ 

' AB~^ B'A' ""^^ AB '^B'A'"^ 



BA ^ WT " ■ 
oder die zweite der drei zu Ende von §. 144 bemerkten Relationen. 

§. 147. 

Allgemeinste Gleichung der Collineation zweier 

gradliniger Punktreihen. Setzt man in der Gleichung (IV) 

statt der CoefScienten i, /t, v die gefundenen Wcrtbe ein und divl- 

dirt sie hierauf durch A3. Bf]', so erhält man zunäclist 

AX ffX' AX B'X' AB_ 

JJ ' bT~ aj B'J' "*" ÄJ ~**' 

i ^ - r - "c^^cu n.™... Führt man nun 

die unendlich fernen Punkte V und V der Graden s und s in der 
Gleichung ein, welche den Punkten J' und J auf s' und s eat- 
Bprechen , und bildet aus den einfachen Verhältnissen Doppelver- 
hältnisse, so bleibt vorstehende Gleichung unverändert in folgender 
Form: 



(AX,Ar\ (B'X' g'j' \ 

\xu'' Ju)' \Xlf''J'ü') 

/AB AJ _ B'A' ß^^V „ 
\BV'3V~A'V''J'V')~ 



XV JU 
B'X' yj' , {AB AJ B'A' ß'j' 

" X'V'' J'Ü' 
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Da diese Crleichung nar'Doppelveiliältiiisse enthält, so bleibt 
sie auch giltig, wenn auch V und P' nicht mehr unendlich ferne, 
sondern irgend zwei Funkte C nud D', mithin J und /' die ent- 
sprechenden 2> und C bedeuten. Mau hat souiit für die coUineare 
Beziehung der veränderliehen Punkte X und X' auf den Graden 8 
und s' die allgemeine Gleichung: 

V. {ACXD) {B'ß'X'C') — {ACXD) — {^I/rc'\ + {ACBD) = 0, 
in deren letztem Gliede man auch {B'l/A'C') ={Ä'C'ffD') setzen 
kann. In dieser Gleichung als der allgemeinsten sind die vorher- 
gehenden mit enthalten nnd können daraus abgeleitet werden, wenn 
man fflr gewisse entsprechende Punkte besondere Lagearerhält- 
nisse voraussetzt. 

§. 148- 
Metrische Relationen für co,lHneare Strahlen- 
büschel. Nach den in §.35 u. f. entwickelten Principien und 
Lehrsätzen müssen bei ooUiuearen Strahlenbüscheln die metrischen 
Relationen, insoweit sie aus Doppel vorhäknissea zusammengesetzt 
sind , oder dieselben implicite enthalten , ganz den zwischen colli- 
nearen Punktreihen gleichgebildet sein und aus jenen abgeleitet 
werden können, wenn man nur statt der betreffenden gradlinigen 
Abschnitte die Sinusse der Winkel des Strahlbüschels einsetzt. An 
die Stelle der unendlich fernen Punkte der Graden s nnd s, sowie 
der Funkte J und J' treten hier zwei auf einander rechtwinklig 
stehende Strahlen der Bäschel 5, S' ein, durch deren Einführung 
die Ausdrücke sich ähnlicher Weise vereinfachen, wie es oben für 
gradlinige Panktrcihen sich herausgestellt hat. 

]) In ganz ähnlicher Weise wie in §. Hl ergiebt sich aus der 
Bedingungsgleichnng sin {ab ex) = sm {a'b'c'x) für zwei collineare 
Büschel 5 und S 

sin <^x sin a'^x 

sin b^x ' sin i»'*a;' ' 
wobei X für 

sin a''c sin a''c' 
sin 6'c ' sin b'''c 
gesetzt worden ist. 

Werden dabei die Graden a, b senkrecht zu einander ange- 
p so ist sin »"x ; sin Vx = ig ftx , und wenn dieselbe Vor- 
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g fUr o' und h' gemaclit wird, sin ä^x : sin ö *x = lg a^x ; 
damit geht die Gleictung I. über in 

Ib. tg a^x = X'.tg o'V, 

worin 1' = tge^c: ig a'V 

ist. 

Diese Gleichung kann auch ansgedrli^ werden durch 
lg a*a: . tg ft' V = A', 
d. h. Das Product aus den Tangenten der Winkel, 
welche irgend zwei entsprechende Strahlen mit den 
nngleichnamigenSchenteln der entsprechenden rech- 
ten Winkel einschliessen, ist constant. (Vergl. II. in 
§■ »3-) 

Der Bedingnng (Ib) gentigen auch zwei Büschel, 'deren Win- 
kel paarweise einander gleich sind, und entweder gleichsinnig oder 
entgegengesetzt gerichtet sind. Ihre O-leichung iat einfach 

I c. , o*a: = + o'V 

und geht aas der TorheT|;ehendeii hervor , wenn i = + l gesetzt 
wird. Die Büschel kann man in dem einem Falle als einstim- 
mig gleich, im andern Us entgegengesetzt (symmetrisch) 
gleich bezeichnen. 

3) Wie in §. 144 die Gleichung III. fltr collineare Punktreihen, 
ergiebt sich auch für zwei collineare Strahlbttschel die Gleichung 

__ sin a-'x , sin c''x' 

II. V -;■ .^ +»I-;-px-. = '. 

sm X stnb X 
worin die beiden Conatanten, v, n die Werthe 
sin b''c sin b'''a' 

haben und b, ö'zwei entsprechende, dagegen a und c irgend zwei 
andere Strahlen bedeuten. 

Wird a senkrecht auf b , c senkrecht auf b' vorausgesetzt , so 
bat man 



Hb. 



i v . w , 

tg b^x tg b'^x ' 
v'tg a''x + n'tg c'V = I 



In der letzten Gleichung ist nur nicht ausser Acht zu lassen, 
dass a und c nicht mehr zwei beliebige, sondern zwei zu den ent- 
sprechenden Graden b, b' senkrechte Strahlen sind. Die erster« 
Gleichung giebtzn erkennen, dass es in jedem von zwei col- 
linearen Btiecheln zwei Winkel giebt, die ihren ent- 
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sprechen den gleich sind, von deaen der eine gleichsin- 
nig, der andere entgegengesetzt gerichtet ist. Die bei- 
den dieser Bedingung genügenden Winkel sind dnicb die Relation 

tg 6*a: = v' + »' 
bestimmt. 

3) Die Gleichung V. endlich (§. 147) lässt sich nach ihrer Zn- 
aammen Setzung aus Doppel Verhältnissen unmittelbar auf Strahl- 
bttschel Übertragen: 
sin(acxd)sin(b'd'x'c') — sin {acxS) — sin {b'd'x'c)-\-$in{acbd) = 0. 

§. 149. 
Collineare Pnuktreihen auf einer und derselben 
Graden. Haben die coUinearen Pmiktreihen auf zwei Graden 
s und s perspectivische Lage, ist also s-s ein selbstentsp rechend er 
Punkt und geben die Verbindungagraden AA\ BB' ... durch einen 
und denselben Punkt P (den Projectionspunkt) ; so kann man die 
den unendhch fernen Funkten V und V der beiden Graden ent- 
sprechenden Punkte J und /' mittels zweier durch P und den Gra- 
den s und s parallel gelegter Strahlen bestimmen. Da nun die 
entsprechenden Abschnitte s's'J und s-s'j' ihrer Grösse nach nur 
von derBedingung, dass die Funktreihen collinear sind, abhängen, 
d. h. constant sind für jede beliebige Lage der Graden s und t, so 
hat das Parallelogramm PJrs'j' constante Seiten und nur die Win- 
kel desselben verändern sich, wenn die eine Grade z.B. s' um den 
Durchs cbnittspunkt s's' herumgedreht wird. Denkt man sich bei 
dieser Drehung von s' die Grade * fest, also auch den Funkt J 
unv eränd erheb , so beschreibt der Projectionspunkt /'eine Kreis- 
linie , deren Mittelpunkt / und deren Halbmesser PJ = ss'J' ist. 
Fallen dabei die beiden Graden s, s auf einander, so liegt der 
Punkt P auf der Graden von s's um die Strecke fs'J+ ss'J' ent- 
fernt, je nachdem der Winkel s's' ^= oder 180". Bezeichnet man 
die erstere Lage des Punktes P mit P^ , für welche «■*/*, = s-s'J 
-\-s's'J' ist, und die andere mit P,, für welche t'sP^=s'sJ — tS's'j' 
ist, so ist leicht einzusehen, dass in beiden Fällen in den Projec- 
tionspunkten P, oder P, zwei entsprechende Punkte der Graden s 
und s bei deren Aufeinanderlegen in gleicher oder entgegengesetz- 
ter Richtnng (wenn s*j' i=p oder 180° ist) in einen Funkt zusam- 
mengefallen sind , dass also ausser s's' in dem einen Falle noch P, 
in dem andernFalle noch P, ein Doppelpunkt ist. Es fragt sich 
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nun , ob bei irgend einer undem, niclit perspecfiTiecheB Lkge der 
Graden s, s', wenn sie beliebig anfeinander gelegt werden, auch 
dergleichen singnlSre Punkte ausutreffen sind. 

Zur Beantwortung dieser Frage gehen wir von der allgemei- 
nen Gleichung fllr die Collineation zweier gradliniger beliebig ge- 
l^ener Fnnktreihen aus : 

äX. tiX' + i . AXJf ^^X' + V =0, 
worin A und ^ zwei beliebige feste Punkte auf beiden Gra- 
den bedeuten. Fallen aber die beiden Graden zusammen, so kann 
man für B' auch den Punkt Ä nehmen, wofür die Gleichung 

AX.AX' +i.^X+f(^X'+v = 
wird, und wenn dann auch zwei entsprechende Punkte Xnnd X' 
zusammenfallen oder ein Doppelpunkt werden sollen, »o ist die 
Bedingungsgleichung dafür: 

1) 7?'+{l + ft)-iX+*=:0, 

welche im Allgemeinen zwei und höchstens nur zwei Werthe für 
äX anzeigt, so dass es also zwei Funkte und nicht mehr giebt, 
welche als Doppelpunkte bezeichnet werden können. 

§. 150. 

Zusätze. I) Setzt man in der Gleichung (I) für X, ft, v die 
oben in §. 116 angegebenen Wertbe ein, so erhält man mit Berück- 
sichtigung, dasa Ä und B' denselben Punkt bedeuten, 
iT"— {^J+ AX) AX + Ai.AA' = 0, 
wobei i, J' die dem unendlich fernen Punkte der Graden ent- 
sprechenden Punkte bezeichnen , insofern letzterer resp, der zwei- 
ten oder ersten Punktreihe angehört. Sind also E und F die bei- 
den dieser Gleichung entsprechenden Punkte, so hat man fUr diese 
AE-\-AF = AJ->rAy. 

Bezeichnet man mit den Mittelpunkt des Abschnittes JJ', so 
ist auch der Mittelpunkt von EF oder : 

Die Mitte der beiden Doppelpunkte ist die Uitte 
der beiden Punkte, welche in den beiden Punktreihen 
dem unendlich fernenPunkte derGraden entsprechen. 

Da iA0 = A3-\-A3' ist, so geht die Bedingangsgleichung für 
die beiden Doppelpunkte übet in 

3) ~ÄX*—'iAO . AX+ M.AA' = 0. 

S) Da in der Gleichung 3) der Punkt A ein beliebig fester 



n,g,t,7l.dM,GOOglC 



— 223 — 

Fnnkt der Gradeii ist, so kann man ihn mit dem Fnnkte zasam- 
menfallen lassen und wenn 0' dann den Punkt feezeichnet, welcher 
in der zweiten Punktreihe dem Punkte der ersten entspricht , so 
hat man fitr die Bestimmung der Doppelpunkte die einfachere 
Gleichung 

oder weil die Mitte von JJ' , folglich OJ' = — OJ ist, 
i 0X'—0J'.OO' = 0, und 
\ OE = ~OF = ± yÖJ'TÖÖ'. 

Hiernach igt die Oonstrnction der Doppelpunkte auf die 
einer mittleren Proportionale zwischen den Abschnitten OJ' und 00' 
zurückgeführt. Die Punkte E und F werden in der Graden selbst 
liegen , oder wie man gewöhnlich sagt , reell sein, wenn 0/ und 00' 
gleichgerichtet, oder / und 0' auf einer^nd derselben Seite von 
aus liegen. Dagegen sind £ und F auf eine durch gelegte 
Senkrechte in dem Abstände }/J'0 . 00' oder }/0J. Oif von ans 
zu verlegen, wennJ'und 0' den Punkt zwischen sich haben, oder 
wenn J und 0' auf einerlei Seite von ans liegen. (§. 101 uftd 103.) 

3) Setzt man In dem allgemeineu Ausdrucke I. §. !41 fUr die 
beliebigen Punkte Ä und B die Doppelpunkte E und F ein, welche 
auch die entsprechenden Funkte A' nuAB vertreten, so erhält man 

g=lH,oderg:^ = i 
d. i. {EFXX') = X. 

Wird also eine Strecke EF nach constantem Dop- 
pelverhältnisse }. in den veränderlichen Punkten X, X' 
getheilt, so bilden alle in den Doppelverhältnissen 
zuerst gestellten Theilungspunkte X eine Punkt reihe, 
d'ieder aus dcnauletzt gesetzten Theilnngspunkten^' 
zusammengesetzten Reihe collinearist. 

Ist dabei i = — 1, so wird die Strecke EF durch ^ und X' 
stets harmonisch getheilt, folglich stehen je drei Paare zusam- 
mengehöriger Punkte JC, JE" in Involution (§. 79, 3), deren Dop- 
pelpunkte E und F sind. 

§. 151. 
Doppelpunkte ähnlicher, einstimmig gleicher und 

symmetrisch gleicher Keihen. 1) Sind die beiden auf einer 
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Graden liegenden Punktreihen Sbnl ich, so ist der eine ihrer 
Doppelpunkte der unendlich ferne Funkt derGritden, 
Denn die allgemeine Gleichung (tlr die Collineation der Reihen, 
deren Doppelpunkte E und F sind, 

{EFXX') = {XX' EF) = l 
geht, wenn der eine Dop|felpuiikt F der unendlich ferne Punkt der 
Graden ist, in das einfache constante Verhältniss 

EX _ 

EX '■ 

über, welches die ähnliche oder proportionale Theilung der 
Graden durch die veränderlichen Punkte X, X' anzeigt. 

2) Die Constmction des endlich gelegenen Doppelpunktes E 
ist in diesem Falle sehr einfach. Sind die ähnlichen Punktreihen 
durch die Punkte J, A' und B, ^ bestimmt, so hat man 

* AX _._ AB 
TX'~^~~^ 
und wenn f, X' in den Doppelpunkt E zusammenfallen: 
AB _ AB 
AE~ A'B" 
Legt man also durchs und A' zwei Parallelen, auf denen man 
die Abschnitte AB^ , A'B, gleich resp. AB unAA'B' in gleicher oder 
entgegengetzter Richtung abträgt , je nachdem AB und A 'S gleiche 
oder entgegengesetzte Richtung haben , und zieht dann die Grade 
BiB,, SD schneidet diese die AA' in dem Punkte E. 

Oder legt man durch einen beliebigen Funkt G ausserhalb der 
Graden AA' zwei Kreise, von denen der eine noch durch A und £', 
der andere durch A' und B geht und schneiden sich diese Kreise 
in einem zweiten G', so trifft die gemeinschaftliche Sehne GG' die 

AA'inE. Denn aus -^=-^7^ folgt — = j;^ oder AE.B'^ 

= A'E.BE=GE.G'E. (M.s.§.83.) 

3) Setzt man weiter voraus , dass das constante Verhältniss 
EX:EX' =i = ~l ist, so liegt der Doppelpunkt £ in der Mitte 
eines jeden vonzwei entsprechenden Funkten X, X' gebildetenAb- 
Bchuitts, so dass die beiden Punktreihen einender gleich aber von 
entgegengesetzter Ricbtnngoder wie man auch sagt, sym- 
metrisch gleich sind. 

4y Nimmt man die Constante EX: EX' = i ::=-)- 1 an, so muss 
ausser F auch E der unendlich feine Punkt der Graden sein, oder 
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es fallen die beiden Doppelpunkte in dem nnendUcli 
fernen Punkte der Graden zasammen; man hat dann 

d. h. die beiden Funktreihen sind einander gleich and von dersel- 
ben Richtung oder einstimmig gleich. 

§. 152. 
Bedingnngsgleichungen fOr das Zusammenfallen 
der beiden Doppelpunkte in einem einzigen. Die qua- 
dratische Gleichung für die Doppelpunkte zweier in einer Graden 
liegenden colllnearen Punktreihen: 

'ÄX* + (l + fL)AX-^v = 
kann nach der Beschafienheit der Oonstanten zwei verschiedene 
reelle , zwei gleiche , oder auch zwei complexe Wurzeln geben. 
Sollen die Wurzeln gleich sein, oder die Doppelpunkte in 
Einem zusammenfallen, so muss 

(1 + ^)'— 4v = 
sein , oder wenn man für X und fi , die geometrischen Ausdrucke 
X = —AJ, /i = — ^/', l + ft = — {,4/+^/') = — 3-40, wo 
die Mitte von JJ' bezeichnet, einsetzt: 

Hiemach ist die Bestimmungsgleichung des Doppelpunktes 
ÄX*— 2A0AX + ÄÖ' = 0, oder 
AX = AO, 
d. h. Die Doppelpunkte fallen in dem Mittelpunkte 
des Abschnittes JJ' zusammen. 

Die Gleichung (§. 149) der Collineation der Punktreihen für 
diesen Fall geht dann über in 

A) AX.AX'—AJ'.AX—AJ.AX' + Äö' = 0. 

Da der festePunkt.4 willkürlich verlegt werden kann, so lasse 
man ihn erst mit zusammenfallen; alsdann wird aus vorstehender 
Gleichung : 

UX.OX'—OJ'.OJ^-~OJ.0X'=0 
oder weil 0J'= — 03 ist, 

B) 0X.OX' — OJ.XX' = <i. 
Hieraus folgt, dass das Verhältniss 

ox. ox ' 

XX' 

WltiscbeL, neuer« Geoiuelcie. 15 
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eonstant ist. FUr zwei entsprechende Fonkte A, A' ist dem- 

OX.OX' __OA.OA' 
XX' . ~ AA' 
oder wenn OX' — OX statt XX', OA' — OA statt AA' gesetzt und 
die Gleichnng beiderseits umgekehrt wird: 

p^ J L-J-__L. 

' OX OX' OA OA'' 

eine der einfachsten Gleichungen der Collineatina dieser Art grad- 
liniger Funktreihen. 

Giebt man derselben die Form 

1111 







OX 


OA' 


0X'~ 


OA' 


.Igt 


auch daraus 










D) 




OX 
AX' 


0A = 


OX' 


OA'. 



Nimmt man in dieser, sowie in der vorbeigehenden C) den 
Punkte' als den iiiipndlich fernen der Graden, setzt also J für ^, 
80 erhält man noch 



C) 


OX OX' OJ 


und 




D-) 


^.oj+«r = o. 


Sft«t m.« 


L ferner in der letzten Gleicliung 


so giebt diese 






nj'(^+ i) +Ar = o, 


oder endlich 




E) 


0X*+3X.XX'^^(t. 



%. 153. 

Eigenthümlichkeitea zweier collinearer Theil- 
nngen derselben Graden, wenn deren Doppelpunkte 
imaginär sind. Wie bereits §.150, 2 bemerkt worden ist, sind 
die Doppelpunkte imaginär, wenn die Abschnitte Ort', Wentgegen- 
gesetzte Itichtung haben, wobei 0' der dem Punkte entsprechende 
Funkt der zweiten Reihe ist. 



n,g,t,7i.dii,G00glc 



Construirt man lüeranf nach den Principien von §. 102 n. d. f. 
die imaginären Doppelpunkte, indem man anfeiner durcli geleg- 
ten Senkrechten die Abschnitte 

abtrügt, nnd zieht von E (oder F) nach X , X' nnd 3 die Graden 
£.V, EX\ EJ, so findet sieh, dass «er Winkel XEX' (oder XFX') 
vun conatanter Grösse und gleich dem Winkel EJO 
(FJO) ist. 

Denn lässt man in der allgemeinen Gleichung ffirdiecollineare 
Theilnng einer Graden: 

AX.AX' —AJ' .ÄX— ÄJ .AX' + AJ .ÄA' = 
den Pnnkt für A und 0' für A' eintreten , so erhält man zunächst 

OX. OX' — OJ'. OX— OJ. OX' + OJ.OO' = 
oder, weil 0J= — OJ' ist, 

OX. OX' + OJ.OX— OJ. OX' + OJ. 0(/= 
und wenn man durch OJ. 00' = ö£" dividirt, 

OX OX' OJ /OX 0X'\ _ 

OE ■ OS' OE \0E Oe)"^ ' ~ " 

d.i. 

lg OEX.tg OEX' +^{ig OEX—tg OEX') + I ~0 

folglich 

tgOEX'—tgOEX _ Ofi:_ 
\-\-lgOEX' lgOEX~ÖJ~ '^ 
Die linke Seite dieser Gleichung ist aber 
tg {OEX'—OEX) = Ig XEX', 
mithin 

XEX" = EJO = Comt. 

Den Winkel EJO oder dessen Tangente kann man abhängig 
betrachten von der Strecke O/oder OJ', wenn OE'^rrz — OO'.OJ' 
= 00' .OJ constant gedacht wird, und damit erhält zugleich 00' 
eine bestimmte Grösse nnd Richtung; mit andern Worten: nimmt 
man den Punkt E nnd den Punkt /, oder J' zuerst an, und be- 
stimmt die Uhrigen Punkte 0, 0', J' oder J auf der Graden nach 
den erwähnten Beziehungen, so hat man auf der Graden //' drei 
zugeordnete Punkte, nämlich 0, J, V, nnd 0', V, J' — wennP den 
unendlich fernen Punkt der Graden vorstellt — ■, welche die colli- 
npare Beziehung der beiden auf der Graden liegenden Punktreihen 

15* 
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JTimdX' hinreicfaeüd bestimmen, nämlich derjenigen Punkte, toq 
denen ans die zugeordneten Schenkel EX^ EX' einen constanten 
Winkel (= EJ&) bilden. Hicrans achliessen wir: 

Lasstman einenWinkelvon constanterGrÖsse sich 
um Beinen Scheitel drehen, so bestimmen seine Schen- 
kel auf einer festen Transversale zwei collineare 
Funktreihen, von deren zwei ünaginäce&Doppelpunkten 
der eine der feste Scheitel des Winkels ist, 

Ist der um seinem Scheitel sich drehende Winkel ein rechter, 
so bestimmen seine Schenkel eine inTolutoriscbe TlieUung der 
Graden. (M. s. §. 76, 3 u. §. 155.) 

§.154. 
Anderweite Gleichungen für die collineare Theil- 
ung einer Graden, I) Zwei collineare Pnnktreihen auf der- 
selben Graden können ausser durch die Gleichung in §. 149 auch 
ausgedrückt werden durch 

a) AX. FIX' + ;i (äx— yj") + ». = 0. 

Denn nimmt man in der allgemeinen Gleicliung IV) §. 146 
,äX . WX'— ffJ'.AX—AJ. BT + AJ.SA' ^ 
die Punkte A und ß' so an, dass 

B'r — —AJ 
ist, und setzt dann die Constantc AJ := ;t , so ergiobt sich die Gleich- 
ung 3). 

Die Bedingung fi"/' = — AJ giebt zu erkennen, dase A und W 
gleichweit von A ^ ^«o anch von abstehen und zwar sind beide 
Punkte zugleich entweder innere oder äussere des Abschnit- 
tes //'. 

3) Die collineare Theilung der Giaden lässt sich femer aus- 
drücken durch 

3) AX. ex -I- iXX -I- a = 0. 

Nimmt man wieder K so an, dass B'J' = — AJ ist und setzt daim 
in der Gleichung 

aX. HX' + AJ.äX—AJ. B'X' + AJ. B'a' = 
AX'—AB^ für B'X', so kommt 

AX.B'X' + AJ^AX—AX") + AJ{AB^ + B'A') =0 
oder 

AX.B'X'—AJ.XX'+AJ.AA' = 
folglich u. B. w. 
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Lässt man in der Gleichung 3) fUr J den Doppelpunkt E ein- 
treten , so fSllt wegen ^J' = —AJ oder OB' = - — OA anch £" mit 
F zasammen und der Abachnitt AA' wird = 0, womit die Gleichung 
3) Obergeht in 

3a) EX.FX'—EJ.XX'=0. 

Nimmt man dagegen in 3) ftlr den Punkt A den Funkt an, so 
muss auch B" mit ausammenfallen und die Gleichung 3) erhält 
die Form: 

3b) OX.OX'—OJ.XX'+ oj.oa' = o. 

3) Die collineareTheilung einer Graden lässt sich endlich noch 
wiedergeben durch : 

4) ÖX' + JX. JTJT' + V = 0. 

Denn setzt man in der vorhergehenden Gleichung 3b), OX-\-XX' 
für OX" ein , so erhält man 

■ÖJ»+ {OA'— 0/) .rj" + oy.oo' = 

oder 

ÖX* + JX. XX' + OJ. Off = 0, 
folglich u. s. w. 

§. 155. 

Involutorisbe Theilung einer Graden als beson- 
derer Fall der collinearen Theilung. Schon oben in 
§. 150, 3, sowie in §. r53 ist eines besonderen Falles Erwähnung 
gethan , in welchem die collineare Theilung einer Graden in eine 
involutorische übergeht. Dieses findet nun jedesmal statt, wenn 
in der Gleichung für die Collineation (§. 149) 

AX. AX' + kAX + ii AX' + v = 
die Coefficienten i und ji einander gleich sind. Die Gleichung 
geht dann Über in 

AX.AX' + A {AX-\- AX') + v = 0, 
in welcher X mit X' ohne sie zu ändern vertauscht werden können, 
da die Abschnitte AX, AX' in ihr symmetrisch vorkommen. Man 

kann also den Funkt T' beliebig der 

Heinen entsprechenden als der [ } angehörig ansehen. 

Darin nnn, so wie in der Gleichheit der Doppelverhältniaae ent- 
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sprechender Funkte, die bei der Collineation mit vorausgeaetzt ist, 
besteht eben das Wesen der Involution (§. 6J). 

Umgekehrt: hat bei einer cotlinearcu Theilung einer Graden 

Ein beliebiger Punkt der Graden, als der j I Theilung an- 

I zweiten i 
t er;«teu ) 

Tlieilung , so ist die Grade involntorisch getheilt und es besteht die 
Gleichung 

JX. AX' + 1{AX + AX') + V := 
als eine charakteristische für diese ITieilung. Es seien A, B, C drei 
beliebige feste Punkte der ersten, A , B , C die ihnen entsprechen- 
den der zweiten Theilung, und seien A und A"' zwei entsprechende 
Punkte der Art, dass 

sowohl (ABCX) = {A'B'C'X') 

als auch {ABCX') ^ {A'BfC'X) 

ist, so ergiebt sich durch Elimination von C und C nach §. 31 

{ABX'X) = (A'B'XX') 
d. h. die Puuktepaare A und A', B und B", .V und X' sind in Invo- 
lution. Sodann giebt die Collineation der Punkte A, B, C, X und 
A\ B', C', X' die Gleichung (§. 149) 

AX. AX'+ kAX + nAr + v = 
und ebenso die Collineation von A, B, C, X' und A', B', C , X 

AX' .AX^lAX' ■\-^AX^VT={i. 
Ans diesen Gleichungen folgt dnrch Subtraction 

1 {AX—AX') + ^{AX' — AX) = 



(i — ,.) (^.V— ^r) =(i— ^) .V'.Y-=0, 



oder 

folglich 

da X' X den Voraussetzungen nach nicht =0 sein kann. Mithin 
ist die Gleichheit der Coef fiele nten 1 und ^ oder die daraus hervor- 
gehende obige Gleichung bezeichnend dafür, dass irgend ein Punkt 
X als der ersten oder zweiten Theilung angehörig in der zweiten 
oder ersten Theilung X' zum entsprechenden hat, d. h. dass durch 
die veränderlichen Punkte .V und -V die Grade involutorisch 
getheilt wird. 
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§. 156. 
ZnsStze. 1) Jede der Relationen, welche ausdrücken, dass 
zwei auf derselben Graden lieg^ende Funk treiben collinear sind, 
wird nact dem vorhergehenden Satze in dem besonderen Falle, dase 
die veränderlichen Punkte X und X' symmetrisch in 
der Gleichung vorkommen, also ohne Stiirung derselben mit 
einander vertauscht werden können, eine involutorische 
Theilung der Graden ausdrücken; und umgekehrt kann man 
als Bedingung dafür, dass eine die Collineation zweier Reihen aus- 
drückende Gleichung zugleich eine involutorische Theilung 
der Graden andeutet, die Symmetrie der Gleichung be- 
züglich der entsprechenden Punkte .Y und A' aufstellen. 
Diese Symmetrie ist natürlich nur dann vorauszusetzen, 
wenn die Punkte X und X' auf einerlei Anfangspunkt bezogen sind, 
wie in der Gleichung des vorhergehenden §. 

AX. AX' + A {AX+ AX') + v = 
oder wie in den folgenden 

{EFXX') — ~l, (§. 150, 3) 
OX.OX'=,i, (§-H3) 

ax a X 

yj=i-jj„, (§.,41) 

deren jede eine involutorische Theilung einer Graden durch die 
Punkte X und X anzeigt. 

S) Sind in dem betreffenden Gleichungen die veränderliehen 
Punkte X und X' nicht auf dieselben Anfangspunkte bezogen, so 
kann man ftlr die Involution dieBediogungsgleichung zwischen den 
Coefficienten dadurch ermitteln, dass man festgesetzt, einbelie- 
biger Punkt habe denselben entsprechenden, mag er der einen 
oder andern Theilung angebörig betrachtet werden. Hierzu kann 
auch der unendlich ferne Punkt der Graden benutzt werden, z. B. 
Die allgemeinere Gleichung für die Collineation der durch X und 
X" bestimmten Reihen auf derselben Graden ist 

I) AX.B'X'-\-KAX+i^B'X'+v = 0, 

in welcher il = J'B' und ii=JA ist. Soll nun der unendlich ent- 
femtePunkt der Graden denselben entsprechendenPunkt haben, 
mag man ihn der ersten oder zweiten Theilung zugehörig betiach- 
ten, so müssen die Funkte / und /' einen und denselben Pnnktvor- 
stellen, und man hat demnach 



jM,Googlc 



~ 232 — 

JJ,= J'A, oder J'S^ — JA ~ JB', 
folglich 

1— p = JB' 
ab Bedingung- gleichuDg für die involutorisclie Theilung der 
Graden durch Funkte X, X\ welche der Gleichung I) genügen. 

3) In dem besondern Falle, daas von beiden colli nearen Reihen 
ein Doppelpunkt der unendlich ferne Punkt der Graden ist, oder 
dass die Grade proportional getheilt ist, hat man nach §. 1-15, 3 die 
Gleichung 

oder 

AX-\-i:iX'=v\-lAW, 
Setzt man nun A = I , so kann man in letzterer Gleichung .V 
mit X' vertauschen, ohne dieselbe zu verfindem, folglich drückt 
die aus dieser Annahme hervorgehende Gleichung 

AX+ gX' = V 
auB, dass die Grade durch J^uod .1' auch involutorisch gethetlt 
wird. Der andere Doppelpunkt ist dann offenbar die Mitte eines 
jeden zwischen zwei entsprechenden Punkten enthaltenen Ab- 
schnitts XX' . 

§. 157. 

Involutionen von Punkten zweier auf einer Graden 
liegenden col linearen Punktreihen. Sind -4, B, C. .A', 
S", C' . . . die entsprechenden Punkte zweier auf einer Graden lie- 
gender Punktreihen , 80 sind die beiden Doppelpunkte £, Z'' 
mit den verwechselten Punkten von je zwei Punkte- 
paaren, wie z. B. mit A und B' , A' und B in Involution. 

Da nämlich nach §. 153, 3 

{ABEF) = (A'B'EF), 
so ist auch nach §. 27, I. 

{ABEF) = {B'A'FE). 
d. h. nach §. 65 die Punktepaare A und ff, B und A', E und F sind 
in Involution. 

Hieraus folgt wieder nach §. 76, T, dass die drei Kreise, welche 
über Äff, A'B und EF als Durchmesser beschrieben werden, durch 
dieselben zwei Punkte gehen ; und dass drei Kreise, welche durch 
einen und denselben Punkt G der Ebene gelegt sind und zu Sehnen 
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die reap. ÄbecbDitte^fi', A'B und EF haben, dnrcb einen und den- 
selben zweiten Punkt G' hindurcbgehen. 

Diese Sätze bebalten nach §. 131, 4 n. 6 ihre allgemeine 611- 
tigkeit, auch wenn die beiden Doppelpunkte E, F imaginär eind. 

§. 158. 

Lehrsatz. Zwei collinear getheilte Grade S und s' können 
immer so auf einander gelegt werden, dass die coUinearen Tbeil- 
ungen eine Involution bilden. 

Denn nach §■ 145, 1 können zu zwei entsprechenden Punkten 
J und A' immer zwei andere B und B' gefunden werden, dass die 
entsprechenden Abschnitte AB und A'S^ einander gleich §ind. 
Wird nun die zweite Grade s' so auf die erste gelegt, dass B' mit 
A und B mit ^'zusammenfällt, so ist, wenn noch CundJ) der ersten 
Theilnng. den Punkten C' und B' der zweiten entsprechen, wegen 
{ABCD) = {A'B'C'B') auch {AA'CD)={A'AC'B'}, welches aber die 
eine InvolutJon hinreichend bezeichnende Glflühung ist, (§. 155 
und §. 65.) 

§. 159. 

Construction der Doppelpunktes, Fund des Mittel- 
punktes derselben, wenn drei Paare entsprechender Funkte 
A, B, C vhAA', B*, C' zweier auf einerGraden liegender collinearer 
Funktreihen gegeben sind. Die Involution je zweier verwechselter 
Punktepaare mit E und F giebt nach Analogie von §, 83 , 3 und 3 
folgende Constmctionen an die Hand. 

I) Durch einen beliebigen Punkt G der Ebene lege man zwei 
Kreise, welche zu Sehnen bezüglich die Abschnitte AB' und A'B 
haben und sich in einem zweitenPunkteC' schneiden. Desgleichen 
lege man durch G zwei Kreise , welche zu Sehnen bezüglich die 
Abschnitte AC' und A'C haben und sich in dem Funkte C" schnei- 
den. Endlich ziehe man durch G, G', G' einen Kreis, welcher die 
Grade ABCA'. . , in zwei reellen oder imaginären Punkten^ und F 
schneidet , welche die gesuchten Doppelpunkte sind. Berührt 
letzterer Kreis die Grade , so fallen die beiden Doppclpunkte (im 
Funkte 0) zusammen. — Sind zw«i der gegebenen Punkte z. B. B 
und C der unendlich ferne Punkt der Graden, also J' für B' und 
/ ttir C zu setzen, sovereinfacht sieb die Aufgabe und Lösung. Zu 
den Punkten A, J und A', J' findet man einfach die Doppelpunkte, 
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wenn mau die Graden GA' nud GA zieht , welche resp. die Kreise 
durch GAJ' und C.i'/indenPunkten G'and G" sclineiden, hierauf 
wie vorher durch G, G', G" einen Kreis legt u. s. w. 

2) lieber den Abschnitten A^, BA', AC',CA' als Durchmesser 
beschreibe man Kreise, von denen die zwei ersten mG und G', die 
beiden letzten in G " und G'" sich schneiden, der durch G, G', G", C" 
gelegte Kreis bestimmt dann auf der Crraden ABC die gesuchten 
Doppelpunkte. 

Nimmt man, wie oben, die beiden Punkte B undC als in dem 
unendlich fernen Punkte der Graden vereinigt an, und bezeichnet 
die entsprechenden ^ und C mit /' und J {so dass die collineare 
Theilung der Graden durch die Gleichung 
JX.J'X=SA.J'ä' 
ai^edentet sein kann), ao vereinfacht sich die letztere Constmctioa 
der Doppelpunkte dadurch, dass der über dem unendlich grossen 
Abschnitt A B als Durchmesser beschriebene Kreis in eine durch 
A' gelegte Senkr^ite und ebenso der über^C'heschriebeneKreis 
in die durch A gelegte Senkrechte Übergeht. Daher : 

Ueber A'J als Durchmesser beschreibe man einen Kreis und 
errichte in A' eine Senkrechte über A'J, die. den Kreis in Jl trifft. 
Desgleichen beschreibe man über AJ' als Durchmesser einen Kreis 
und errichte in A ein Perpendikel, dass den Kreis in ^' treffe. 
Endlich lege man durch ^ und ^' einen Kreis, dessen Mittelpunkt 
in A^' liegt, so giebt dieser die Doppelpunkte E und F o.\xS Aä' an. 
Der Mittelpunkt des letztem Kreises muss den Abschnitt fFhal- 
biren, ist mithin als der Halbirungsp unkt von 33' gegeben^ deshalb 
braucht man nur einen der beiden Punkte ^, ^' zu bestimmen. 

Verlegt man den Punkt ^ in die Mitte des Abschnitts 3J' 
und wird der entsprechende Punkt A' mit 0' bezeichnet, so ist der 
Halbmesser des letztgenannten Kreises 0^ = y/OO' . OJ ein Aus- 
druck der bereits in §. ISO, 3 entwickelt worden ist. 
§. 160. 

Ca'llineare Strahlbflschel mit demselben Mittel- 
pu,ikte. Haben zwei collineare Strahlbttschel S und S' perspec- 
tivische Lage , so schneiden sich entsprechende Strahlen in einer 
gradlinigen Punktreihe />, waiche als der perspectivische Durch- 
schnitt der Bäschel zu bezeichnen ist. In dem unendlich entfern- 
tenPunkte P desselben werden sich auch zwei entsprechende Strah- 
len u tmdif' treffen, welche beide dem perspecti vischen Du»-ch- 
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schnitte p parallel sind. Bewegt man nun das eine Büschel S' sich 
selbst parallel, so dass sein Hittelpunkt 5'auf dem beiden Büscheln 
gemeinschaftlichen Strahle SS' bleibt, so werden aach die beiden 
Strahlen u und« sich selbstunddemperspectivischenDurchschnitte 
p parallel bleiben, letzterer aber dabei seineLage fortwährend ver- 
ändern, so wie S' auf der Graden SS' fortrUckt. Kommt dabei das 
eine Büschel S' auf das andere zu liegen, so dass derselbe Strahl 
SS ein gemeinschaftlicher bleibt , so werden auch die Strahlen k 
und u auf einander und mit dem perspectivischen Durchschnitt p 
zusammenfallen. Man hat also bei diesen concentriscben 
Strahlbüscheln in perspectivis eher Lage zwei Doppel strahlen, näm- 
lich SS' und H oder m'; es fragt sich nun, ob auch bei beliebiger 
Lage ^er beiden in einem Hittelpunkte vereinigten Büschel ent- 
sprechende Strahlen anf einander fallen. 

1) Zur Beantwortung dieser Frage kann man von der allge- 
meinen Gleichung Y. §. 148,3 ausgeben, die auch, wenn man die sym- 
bolischen Ausdrtlcke der Doppel Verhältnisse auflöst und hierauf 

mit -: — — . -—7T-^ multiplicirt, folgende Gestalt erhält : 
sm (fc stnc'-d ^ ° 

sin a''x sin b'^x sin b'"«' sin a^x sin a^d sin 6'*a;' 

sin c^x ' sin tf'x' sin (fV ' sin c^x sin c''d ' sin (("x' 

sin <^b sin b'^e 

"^ 'mTl' sind'-c ' 

worin man noch fUr das letzte Glied setzen kann: 

sm a-d sin b''a' 

sin c''d ' sin »{"a ' 

Nimmt man naa für das Znsammenfallen der beiden collinearen 

Büschel an, dass die willkürlich anzunehmenden Strahlen b\ d', 

resp. über a und c zu liegen kotnmen, und sind i und t die beiden 

Strahlen, welche resp. in dem ersten und zweiten Büschel dem 

Strahle c entsprechen, insofern derselbe dem zweiten und ersten 

gehörig betrachtet wird , sind also t und i' für d und c zu setzen; 

so geht obige Gleichung über in 

sina''x sin a^x' sin a^i ' sin afx sin afi sin afx' 

sin c''x ' sin c'x' sin c^i' ' sin c'x sin c"t* sin c^x' 



Sollen dann die beiden Strahlen x und x auf einander fallen, sp 
hat man Itir diese die Bestimmungsgleichung: 
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»1(1* a'^x /sin ^t sin a*i"\ si 

sin* c^x \sin c^i sin t^i'/ sin c'a; ^ sin c^i ' sin c^a 
woraas im Allgemeinen abznnehmen iat, dass es zwei und nicht 
mehr Doppebtrahlen in den vereinigten Büscheln giebt, 

Dieses ergiebt sich einfacher aach darans, dass wenn man die 
mit den Kittelpunkten auf einander liegenden colHnearen Büschel 
durch eine Transveraale achneidet, auf dieser zwei collineare Punkt- 
reihen bestimmt werden, nach deren Doppelpunkten offenbar die 
Doppelstrablen gerichtet sind. 

Nimmt man die beiden beliebig gewählten festen Strahlen a, c 
senkrecht aufeinander an, so geht die allgemeine Gleichung fUr 
die Collineation der beiden Büschel in folgeade Über: 

Ig a-x Ig a-x' — Ig a^i' .tga^x— lg a*i lg n V + lg aV lg aS »; 0, 
und die für die Doppelstrahlen in 

lg* t^x — (lg tt*t + lg 0*1') lg <^x + lg a^a lg a*i = 0. 

Bezeichneneund/'diebeidenDoppelatrahlen, ao bat man nach 
der ersten in §. 148 bemerkten Gleichung für die Collineation der 
Strahlbttschel 

sin{efxx') = X, 
und wenn die Doppelstrablen auf einander senkrecht sind: 

igex:lgex'=-k, 
oder 

lg ex tgfx = A (m. s. §. 1481b.). 

3) Die Doppelstrablen können auch imaginär werden und 
zwar nach den vorstehenden Bemerkungen, sowie nach §. 153 je- 
desmal, wenn ein Winkel o*«' von constanter Grösse sich um 
seinen Scheitel dreht, dessen Schenkel die entsprechenden Strahlen 
der beiden Büschel mit gemeinschaftlichem Mittelpunkte abgeben. 
— Uebrigens kann man jedes Büschel mit imaginären Doppel- 
strahlen als mit einem durch einen, constantcn Winkel erzeugten 
perspectiviscb ansehen. Denn schneidet man das erstere durch 
eine beliebige Transversale, so entstehen auf derselben awei colli- 
ncare Punktreihen , deren Doppelpunkte imaginär oder diejenigen 
Funkte der Ebene sind, von welchen aus jeder Abschnitt der Trans- 
versale zwischen entsprechenden Punkten oder Strahlen unter con- 
stantem Winkel erscheint (§. 153). Dreht man nun dieses zweite 
System von Strahlen , deren Mittelpunkt einer jener imaginären 
Doppelpunkte ist, um die Transversale aus der Ebene heraus, ver- 
bindet den imaginären Doppelpunkt in dieser Lage mit demMittel- 
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punkte des gegebenen Bflscbels durch eine örade , so erscheinen 
von Jedem Punkte dieser Graden aus die Winkel des gegebenen 
Btischels mit den aus der Ebene berausgehobenen gleichen Win- 
keln des zweiten Büschels perspectiTiscb, folglich u. s. w. 

3) Entspricht in zwei coUincareu concentrischenStiahtbüschelu 
einem Strahle, mag er dem ersten oder zweiten Büschel zugehörig 
betrachtet werden, ein und derselbe Strahl, so sind dieStrahlen 
beiderBüschel in Involution. Dies lässt sich auf dieselbe AVeise 
darthnn, wie es oben §. Iä5 und 156 bezüglich der involutorischen 
Theilung einer Graden erwiesen worden ist. 

Diese Bedingung ist erfüllt, wenn in den betreffenden Gleich- 
ungen , welche die Collineatiou der concentrischen Büschel aus- 
drücken , die beiden veränderlichen entsprechenden Strahlen x, x 
symmetrisch verbunden vorkommen. Die Involution der 
concentrischen Strahlbüschel wird daher durch nachstehende Gleich- 
ungen angedeutet (a. §. 148): 

wo e, f die Doppelstrahlen der Büschel sind. 

sin t^x sin a'x' 

sin a ^x sin ax ' 

wobei a und a irgend zwei entsprechende Strahlen sind. 

9) Ig-o^x tg »"x' = i, 

wenn o einer der beiden zugeordneten zu einander senkrechten 
Strahlen ist, von welchen immer ein Paar in einem involutorischen 
Strahlbüschel vorhanden ist (§. 88). Letztere Gleichung entsteht 
ans der vorhergehenden, wenn man unter a, a eben dieses senk- 
rechte Strablenpaar versteht. 

4) '+■=,, 
lg a-x tga-'x 

wo o, d zwei beliebige entsprechende Strahlen sind; oder 

tg ^"x + ^ c V = A, 

wenn 6, c zwei auf den ontsp rechenden Strahlen a, ä senkrechte 

Grade sind. 

5) lg itx ig a'-x + i ((^ a-x + ^ aV) + v = 0, 
wobei a irgend ein Strahl ist. 

Aus dem Satze zu Ende von §, 148 und der Bedingung für die 
Involution zweier concentrischer Strahlbüschel folgt, dass immer 
zwei collineare BUschel so auf einander gelegt wer- 
den können, dass entsprehende Strahlen involuto- 
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rieche Strahlenpaare abgeben. (§.159.) Hierana folgt mit 
Bücksiebt anf §. 88 weiter: 

Sind irgend zwei Bäschel collinear, so giebt es in 
dem einen immer zwei anf einander senkrechte Strah- 
len, deren entsprechende in dem andern Büschel auch 
aufeinander senkrecht sind, und zwarimAllgemeinen 
nur ein Paar. 

Bemerkung. Die CoIIineation zweier Faaktreilieii oder Strabl- 
'büecbet, für welche die charakteriBtIacIten Merkmale und Auadriicke in dem 
Vorb ergell enden angegeben worden sind, läait eicli anch noch durch eine 
ganz Bllgemcine Beziehnag wiedergeben, in welcher die enUprechenden 
Punkte oder Strahlen zu einander stehen; Wenn in zvrei Graden, jede als 
eine Beule von Punkten betrachtet (in zwei Systemen von dnrch je einen 
Punkt gelegnen Graden oder Strahlen) ein Punkt der einen Graden {ein 
Strahl des einen Syetems) einem und nur elnemPunkte (Strahle) der 
andern Graden (des andern Bjateina) entspricht nnd nmgekehrt, so stehen 
die zusammengehörigen Punkte beider Qraden (die zasamm enge hörigen 
Strahlen beider Systeme) in coUinearer Beziehung. Cenn die Beziehung 
der entsprechenden Punkte (Strahlen) beider Graden (Systeme) maBe sich 
durch eine GleicUnng zwischen zwei Verfinderlichen wiedergeben lassen, 
die rein algebraisch oder ohne Beimiachung von Transcendenten und den 
Voran »Setzungen gemäss vom ersten Grade fdr jede Variabele ist, wenn die- 
selben die Abschnitte (Wink elf nnktionen) der entsprechenden Punkte (Strah- 
len) gegen zwei oder einem featea Punkt (Strahl) bedeuten. Solchen Be- 
dingungen entsprechen aber die für die Collineation bezeichnende n Gleich- 

AX.B-X' + lAX+fiB'X' + v = (g. 146) 
und 

tga^s:tgb'^x+tl3a^x + !tlgb'^x+9!^0 (1 n. §. 148, 3). 
Diese allgemeine Eigenschaft coUinearer Systeme von Punkten, die 
in einer Graden liegen , oder von Strahlen, die durch einen Punkt geben, 
wird sieb auch wieder finden bei der Collineation der Systeme von Punkten 
nnd Graden , welche in einer Ebene entUalten sind. 



§. 161. 
Wie bereits in §. 13i bemerkt worden ist, sollen zwei Systeme 
von Punkten nnd Graden in einer Ebene collinear heissen, wenn 
Funkte den Pnnkten und Grade den Graden in beiden Systemen 
sich so entsprechen, da.ss je vier in einer Graden liegende Punkte 
sowie je vier in einem Punkte sich schneidende Grade des einen 
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Systems dasselbe Doppelverbältiiis§ geben, wie die vier entsprech- 
enden ebenfalls in einet Graden liegenden Punkte , sowie die vier 
entspreehenden und auch durch einenPunkt gehenden Graden des 
andern Systems. Es kommt zunächst darauf an, nachzuweisen, 
dass dieser aufgestellten Definition auch ebeneFignren entsprechen 
können. Dieses wird sich ans nachstehender allgemeinen Con- 
stmctipn collinearer Figuren ergeben: 

Seien ABC, J'B'C zwei beliebige Dreiecke, -¥ ein beliebiger 
oder veränderlicher Punkt in der Ebene dos ersteren; zieht man 
nach demselben von-^und5 aus die beiden Graden ^X, BX, welche 
die Seiten CB in ^ , CJ in p treffen und dadurch die Verhältnisse 
^C:^d,|t(7:p^ bestimmen — und nimmt man auf den Seiten C^'£' 
undC'^'des andern Dreiecks zwei Punkte^' und |l' dergestalt, dass 

ist, wobei l und fi zwei Constanten sind , zieht hierauf die Graden 
A'^', B'p', welche sich in X' schneiden: eo ist das System aller 
so bestimmten Funkle X' coUinear dem von den Punkten X gebil- 
deten, d. b. l) liegen vier Punkte X in einer Graden, so ist das- 
selbe auch der Fall mit den vier entsprechenden Punkten X' und 
das Doppelverhältniss der vier Punkte X ist dem der vier ent- 
sprechenden X' gleich. 3) Gehen ferner vier Grade x oder ^p in 
der ersteuFigur durch einen und denselben Punkt, so ist dies auch 
der Fall mit den entsprechenden vierGraden x' oder ^'p' der zwei- 
ten Figur nnd das Doppelverhältniss der vier ersten Graden ist dem 
der vier letzteren gleich. 

Beweis. 1) Zunächst ist leicht zn erweisen, dass wenn der 
Voraussetzung gemäss der veränderliche Punkt X eine Grade be- 
schreibt, die denselben bestimmenden veränderlichen Punkten ^ 
und |l einer Relation des ersten Grades genügen von der Form 

und dass umgekehrt die Gleichung b) hinreichend die Lage der 
dnrch sie bestimmten Punkte X in Einer Graden ausdrückt. Es 
müssen nämlich vier nach A gezogene Strahlen AX dasselbe Dop- 
pelverhältniss bilden , wie vier von denselben Punkten X nach B 
gerichtete Strahlen, folglich sind aach die aafAC liegenden Punkte 
P collinear den auf SC liegenden Funkten ^. 



)i-.;Goog\c 



— 240 — 

Diese CoUineadon der Punkte «Sl und 9 wird aber nach §. 144 
III. durch die Gleichuug b) aosgedrUckt, folglich u. s. w. In leicht 
ersichtlicher Weise lässt sich aach der Beweis fUr den umgekehr- 
ten Satz umkehren. 

Diesem Satze gemäss und nach den Beziehnngen a) besieht 
nun zwischen den Punkten ^' und p' ebenfalls die Belation 

folglich liegen die durch ^' und 9' bestimmten Punkte X auch ia 
Einer Graden. 

Zugleich geht hieraus hervor, dass, weil das Doppel verhKltniss 
der Punkte X' dem der Paukte ,31' gleich ist, und weil auch nach 
§. 141 die Doppel Verhältnisse der Punkte ^ und,^' einander gleich 
sind, dieselbe Gleichheit der Doppel Verhältnisse auch zwischen je 
vier Pnnkten X und den entprechenden vier Punkten Jt" stattfindet. 

3) Ausserdem ist aus der Gleichung b) , wenn sie tut die ver- 
änderlichen Punkte ^und P unter denselben Umständen wie nnter 
1) giltig ist, zn folgern , dass jede durch dieselben Funkte gelegte 
Grade ,319 "^^^^ ' durch einen und denselben |Punkt P geht, und 
umgekehrt. Denn da die Gleichung b) die CoUineation der Punkte 
^ und p ausdrückt, wobeie nud B zwei beliebige, C aber ein sich 
selbst entsprechender Punkt ist , so ist damit auch die perspecti- 
vische Lage der Punkte ^ und p angedeutet, folglich gehen alle 
Verbindungsgraden ^p entprechender Punkte dnrch einen und 
denselben Punkt P (den Projectionspunkt). Wie leicht zn sehen, 
gilt dieser Satz auch umgekehrt. 

Setzt man nun voraus, dass die Graden x, welche die CA und 
C^ in den Pnnkten p und ^ schneiden, durch einen und denselben 
Punkt P gehen, so findet zwischen den veränderlichen Punkten ^ 
und p, sowie den festen Punkten A, B, C die Beziehung b) statt 
und wegen a) besteht dieselbe Beziehung auch zwi3chen3,P'und 
A', B',C', folglich gehen auch alle Qradeni^'y oder x durch einen 
nnd denselben Punkt P'. Da endlich nach a) anch die Doppel- 
Verhältnisse von je vier Punkten ^ den Doppelverhältnissen von 
den entsprechenden vier Pnnkten ^' gleich sind, so bestehen anch 
zwischen je vier Strahlen x und den entsprechenden vier Strahlen 
x' gleiche Doppel Verhältnisse. 
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§. 162. . 
Usendlieh entfernte Funkte und Grade der colli- 
Dsaren Figuren. Setzt mau den veränderlichen Punkt Jf der 
eineuFigur Immer als einen nnendlicli entfernten iu derEbene vor- 
aus , insofern mau denselben eine uuendlich entfernte Grade u be- 
schreiben Ifisst, so sind die Graden JA, BX fortwJihrend parallel 
und bestimmen anf den Graden CA und CB die veräuderlichen Ab- 
schnitte C|l, ^A und C^, ^B, welche, wie leicht au erweisen, an 
die Relation 

e|_ C|l _ ■ 

4» /f=^ ■ 

geknöpft sind, d.h. die Constanten - und - der Gleichung b) sind 

i'ür diesen Fall der Einheit gleich. Die durch die entsprechenden 
Punkte x bestimmte Grade i der collinearen Figur, für welche die 
Beziehungen a) gelten, wird nun durch die Gleichung 

.c-^' c'W „, 
'ä^ + '^TT^' 

bestimmt, ist also keine unendlich entfernte Grade der Ebene, d.h. 

Benin unendlicher Entfernung liegenden Punkten 
dereinenFigur entsprechen imAllgemeinendiePunkte 
einer endlich liegenden Graden der andern Figur. 
• Wenn daher i die Grade der ersten Figur ist, welche den un- 
endlich femenpimkten der zweiten entspricht, und t dieGrade der 
zweiten, welche den unendlich 'fernen Punkten dererstenentspricht, 
so werden zwei parallelenGraden der zweiteuFigur zwei sieh 
auf der Graden i schneidende also im Allgemeinen 
nicbt parallele Grade der ersten Figur entsprechen und ebenso 
liegen auf i' Durchschnitte von Graden der zweiten Figur , welche 
parallelen Graden der ersten Figur entsprechen. Man nennt die 
Graden i und i'dieGegenaxen derresp. ersten und zweiteuFigur. 
Die beiden unendlich ferueuPunkte derGegenaxen i und t'mttsseu 
sich nun nach dem Vorhergehenden ebenfalls entsprechen, denn der 
unendlich entfernte Punkt Ü' von i' entspricht eiuem gewissen 
Punkte von i, der aber der unendlich entfernte V auf dieser Graden 
sein mnsB, weil er einem Punkte der t" entspricht. 

Daraus folgt weiter: eine Parallele x zur Gegenaxe i in der 
ersten Figur entspricht wieder einer Parallelen x zur Gegenaze 

WilHphel, neuefe-Geomelrie. 16 
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t in der zweiten Fignr, denn der Darchachnittapunkt t'a: ist der un- 
endlich ferne Fnukt auf i "ond entspricht dem unendlich fernen 
Funlcteanf j', d.h. di« heideu Crraden i'und x' haben einen unend- 
lich fernen Durchschnittspuskt oder sind parallel. Diese Faral- 
lelen zD den Gegenaxen x und x mtUisea, weil ihre unendlich fernen 
Punkte entsprechende Bind.TOnden Übrigen in ihnen liegenden ent- 
eprechcnden Punkten ähnlich oder proportional getheilt werden. 
(§■ '«.) 

§. 163. 
Geometrische Bedeutung der Constanten X und ft 
der Gleichung r) in §. 161 und Folgerungen. Hat man die 
drei Punkte Ä , .B', C der zweiten Figur ale drei Punkten A, B, C 
der ersten entsprechende angenommen, und man setzt ausserdem 
fest, dass noch irgend zwei Punkte D' und D einander entsprechen 
sollen, so sind, wenn manJ und Cfiir die Punkte X und J' einsetzt, 
die Verhältnisse 

c? c'p' _ C^ C'^' __ 

festgesetzt , und es wird dann zu jedem andern X der ersten Figur 
der entsprechende X' der andern bestimmt werden können. Hier- 
aus geht hervor, dass man, um zu einer gegebenen Figur eine zweite 
collineare zu construireu, die vier bestimmten Punkten A, B, C, D 
der erateji entsprechenden vier Punkte A', B', C', D' der zweiten 
Figur beliebig annehmen kann. Nur dürfen dabei keine drei ge- 
gebenen Punkte in grader Linie Uegen, weil dann nur einer der 
CoefScienten 1, ^ sich bestimmen lässt. Liegen z. B. D und Z>'. auf 
den Graden AC, A'C\ so fallen auch die Graden-4^ und A'^' mit 
AC und A'C' zusammen, und es lässt sich hlos der erstere Coef- 
ficieut 

'' ^ " 7^' ~ ad'Id' 

durch Abschnitte zwischen den zweimal vier entsprechenden Punk- 
ten augeben. 

3) Sind />, und i>, die Durchschnittspunkte der Graden x, 
deren Punkte der Gleichung b) geniigen, mit den Graden CA und 
Cß, haben J),' und i*,' dieselbe Bedeutung für die collineare Figur 
A'ffC' und x', so sind die CoUineationscoefQcienten X und ft in a) 
bestimmt; man hat für dieselben 
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CJ>, C'/»,' „ Cfl, Chi 

Daraus folgt, dass man aacb statt vier Punkte, drei '{nicht in 
grader Linie liegende) Filnkte und eine (rrtide In der einen 
Figur beliebigen drei (nicht in einer Graden liegenden) Punkten und 
einer Graden entsprechend setzen kann. 

Statt der drei erstgenannten Punkte können leicht begreiflicher 
Weise auch drei Grade gesetzt werden, folglich können auch zur 
Constraction einer coUinearea Figur beliebige vier Grade be- 
liebigen vier Graden der gegebenen Figur entspre- 
chend gesetzt werden. Nur dürfen dabei nicht drei dieser 
vier Graden durch einen Punkt geben. 

Dagegen kann man nicht zwei Punkte A', B' und zwei Grade 
c, d' beliebigen zwei Funkten A, B nnd beliebigen zwei Graden c, 
d entsprechend Annehmen. Denn schneiden die Graden c, d' die 
Grade A'^ in C, D', ebenso c, d ^% AB\nC, D, so würden bei 
solcher Annahme die vier in grader Linie liegenden Punkte A, B, 
C, D den ebenfalls in einer Graden enthaltenen A' , ff, C, D' colli- 
near entsprechend oder {ABCD) =:{A'B'C'D') zu nehmen sein, was 
bei beliebiger IVabl von a', B', c',d' nicht immer der Fall sein 
kann. Mit dem Entsprechen dieser vier von einander unabhängigen 
Elemente , nämlich zweier Punkte und zweier Graden der' einen 
Figur und der gleichartigen vier Elemente der andern Figur ist 
also schon die Collineation der beiden Figuren anticipirt. 

§. 164- 
Metrische Verhältnisse an collinearen Figuren. 
Die bezüglichen Relationen entspringen aus der Definition der col- 
linearen Figuren (§. 161), aus welcher unmittelbar hervorgeht, daas 
auf entsprechenden Graden die entsprechenden Pnnkte coUineare 
Punktreihen nnd die durch zwei entsprechende Punkte gehenden 
entsprechenden Strahlen coUineare Strahlbflschel bilden. 

Sind also D, , i), zwei feste, X ein veränderlicher Punkt einer 
Graden in der ersten Fignr, Zi,', i),' und X' die entsprechenden 
Pnnkte der collinearen Figur, so hat man nach §. Ul 
ß,X __ D,'X' 
DtX~ D/X" 
sowie auch alle übrigen daraus abzuleitenden Kelationen fiU; colU- 
neare Fanktreihen. Desgleichen, sind d,, d, zwei feste, x einever- 

16« 
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äuderliche Grade der ersten Figur, welcbe setmintlicb durch einen 
festen Punkt S geben, and sind d,_, rf,', 3^' die entsprechenden Gra- 
den der collinearen Figur, welche durch den entsprechenden Funkt 
S' gehen mUssen, so hat man nach §. 148 

sin d^-x __ rf,'V 

sin 6f,*.r dj'*»' ' 

und alle übrigen f^r coUineare Büschel geltenden Kelationen. 

2) Sind nun x und ar'zwei entsprechende Grade, ^,£ und A',& 
zwei Paare entsprechender Punkte in zwei collinearen Figuren nnd 
schneidet AB die a: in ^, A' B' die x' in X', so hat man 

'BX~ B'X' 
weil aber das Yerbältniss AX : BX auch gleich dem VerbSltnisse 
der Abstände p und q der Punkte A und B von der Graden a; und 
dasselbe auchbezüglich des Verhältnisses^'^': 2?'-r'unddes der Ab- 
stände p und q der Punkte A' und ff von x' stattfindet, so hat 



d. h. in collinearen Figuren ist das Verbltltniss zwi- 
schen dem Yerbältnisse der Entfernungen zweier 
Punkte Ton einer Graden der einen Figur und dem 
gleicbgebildeten Verhältnisse der Entfernungen der 
beiden entprechenden Punkte von der entsprechenden 
Graden der andern Figur ein conetantes. 

3) Sind wieder «, 6 zweifeste, a: eineverSnderlicbe Grade, welche 
durch einen und denselben Punkt gehen, und X ein anderer Punkt 
auf a; und gilt dasselbe für die entsprechenden Graden a, b', x' so- 
wie für den entsprechenden Punkt X' der collinearen Figur, so ist 
das Verhältniss sin a''x : sin V'x gleich dem Verhältnisse der Ent- 
femnngen p : q des Punktes X von den Graden a und 6, und ebenso 
ist sin a'^x' : sin b'''x' ^=p':q', wenn p' und q' die Entfernungen des 
Punktes X' von a und b' sind; man bat demnach auch 

d.h. in collinearen Figuren ist das Verhältniss zwi- 
schen demVerhältnisse der Entferntingen eines Punk- 
tes yon zwei Graden und dem gleichgebildeten Ver- 
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liältnisse des entsprechenden Punktes von den ent- 
sprechenden Graden ein constantea. 

Hieraas fliessen folgende Definitionen coUmearer Fignren: 
Zwei Figuren sind collinear, wenn die Oraden der 
einen denen der andern dergestalt entsprechen, dass 
dieVerbältnisse der Entfernungen einerjeden Graden 
von drei festen Punkten in_d er einen Figur zu den Ver- 
hältnissen der Entfernungen der entsprechenden Gra- 
den von drei festen Punkten der andern Figur in con- 
stanten Verhältnissen stehen^ oder:* 

wenn die Punkte der eineuFigur denen der andern der- 
gestalt entsprechen, dass die Verhältnisse der Ent- 
fernungen eines jedenPunktes von drei festen Qraden 
der einen Figurzu denVerhaltnissen derEntfernungen 
des entsprechenden Punktes von drei festen Grad«n 
der andern Figur in cons tauten Verhältnissen stehen. 

§. 165. 

Flächenrelationen an collinearen Figuren. Die 
§, 161 gegebene allgemeine Conatruction colltnearer Figuren zeigte, 
dass die Punkte und Grade solcher Figuren einander auch derge- 
stalt entsprechen, dass, wenn In der einen Figur drei Punkte in einer 
Graden, oder drei Grade dnrch einen Punkt geben, dasselbe auch 
mit den entsprechenden Punkten oder Graden der collinearen Figur 
der Fall ist. Daraus folgt, dass der Durch scbnittspunkt zweier 
Graden der einen Fignr dem Durchschnittspunkte der entsprechen- 
den Graden der andern Fignr entspricht, sowie auch die Verbin- 
dungsgraden zweier Punkte der einen Figur der Verbindungsgra- 
den der entsprechenden Punkte der andern. 

Sind nun A, B, C, D, E, F sechs beliebige Punkte der einen 
Figur und ä' , ff", C', ^, £', F' die entsprechenden der collinearen 
Figur, sind M und iV die Durch scbnittspunkte der Graden AB mit 
resp. CD und £F, ebenso M und TV' die Durchschnittspunkte von 
A'I^ mit C'B' und E'F' , so sind bei vorausgesetzter CoUineation 
heider Systeme die Doppel Verhältnisse von vier in grader Linie 
liegenden Punkten in dem einem Systeme denen der entsprechen- 
den Punkte in dem andern gleich, also z. B. 

{ABmi^') = {A'&M'N\ 
Nun liat man auch mit Rücksicht auf §. 33 allgemein 
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AM: BM^=AACM:BCM 

= AADM : BDM 



AM:BM=ACD : BCD = ACD : CBB, 



mithin 

ebenso 

AN: BN = AEF : BEF = AEF : EFB , 
folglich {ABMN) oder 

AM^ AN ACD AE F 
MB' NB~ CVB ' EFB' 
Aus der Gleichheit der erstgenannten DoppelverhSltnisse ergiebt 
sich also die Flächenrelation 

ACD AEF_ A'C'p' A'E'F' 
CDB ' EFB'" C'D'B' ' E'F'B' ' 
d. h. Werden irgend sechs Punkte A, B,. . .F eiaei Fi- 
gur dergestalt zn vier Dreiecken verbunden , dass 
zwei Punkte (A, B) die Spitzen, und zwei gradlinige 
Abschnitte (CD, EF), welche je zwei der übrigen vier 
Punkte verbinden, die Grundlinien diese rDr ei ecke ab- 
geben, so ist das Doppelverhältnisa zwischen diesen 
vier Dreiecken 

ACD AEF 
CBB ' EFB 
dem gleich gebildetenDoppelverhältnisse ans den ent- 
sprechenden sechs Punkten A',B' . . . F' der colli nearen 
Fignrgleich. 

Das DoppelTerhältDiBS zwischen den FlSchen der bezeichneten Drei- 
ecke lässt sich BjmboliBch sehr einracli dadurch andeuten, das« man die 
Spitzen A, B der vier Dreiecke zuerst, nnd die beiden Grandlinien CD, 
£^iQ einem ähnlichen Au sdrncke zuBammensteltl, wie die Punkte, zwischen 
denen die Äbachnitte zu einem Doppel Verhältnisse zusammengesetzt wer- 
den,nur dass mnn in gegenivlirtigem Falle die verachiedenon einxelaeu Ele- 
mente des Ausdrucks zur Vermeidung von Verwechselungen dnrcb irgend 
ein Zeichen (KomniA) von einander gesondert hslt. Somit kann 
ACD AEF 
CDS' EFB 
kürzer durch 

{A, B, CD, EF) 
angedeutet werden. Derselbe Auadrack kann auch dienen, dasDoppelver- 
hältnisa (ABMN) , welches dem der genannten Dreiecksfläcbeu gleich ist, 
anzudeuten, insufern itf nnd jV die Durchschnitts punkte der Graden AB, 
(deren Endpunkte im Ausdrucke {A, B , [CD , EF ) eiaze\a angegeben 
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sind) mit den beiden sodeni Oradeo CO und EF sind. So wird auch {A, C, 

BD, EF) entweder das DoppelverhSltniae sttt^ ■ -stf?, "der da« demsellren 

, gleiche der vier Pnnkte A, C, P, Q bedeuten , wenn P und Q die Durch- 
schnittspunhte dei Graden AC mit den Graden BO und EF sind. *) 



Construction colHnearer Figuren. Die in §. 161 be- 
merkte allgemeine Conatrnction coUinesrer Figuren lüsst sich in 
etwas andererWeise noch angeben, welche directer 'auf die Gleich- 
heit der Dop2>el verhältniese von je vier in grader Linie liegenden 
Punkten in beiden Figuren gegründet ist , während diese Eigen- 
schaft collinearer Figuren bei der oben gezeigten Construction in 
den Yerhältnissen der Coefficienten a und ß implicite anage- 
drückt ist. 

Sind A, B, C, D vier Pnnkte einerFigur, von denen keine drei 
in einer Graden liegen , desgleichen A', S , C', If die vier ent- 
sprechenden Pnnkte einer derselben collinearen Figur, und soll zu 
einem fünften X der ersten der entsprechende X' der zweiten con- 
struirt werden, so nehme man zwei Grade z.B. CA und CB der 
einen und die entsprechenden C'^'undC'tf der andemFigur als Axen, 
und bemerke dieDurchschnittspunkte der durch die übrigen Punkte 
bestimmten Graden mit diesen Axen, also für DA und DB mit resp. 
CB und CA, ebenso in der andern Figur die entsprechenden Durch- 
scbnittsptuikte. Wird nun 

VA-CB mit ^, DB-CA mit ? 

D'A'-C'B' „ ^', D'B^C'A' „ J' 

XA-CB „ J', XBCA „ U 

X'A'-C'B' „ J", X'B'C'A' „ ^' 

bezeichnet, so muss in Folge der geforderten Collineationsver- 

wandtechaft 

{CB^^) = {C'B^^-r) 

{CA919) = {C'A-W19-) 

sein. Afan bestimme also auf der Axe C'B' einen Punkt JT' und 
auf der Aie C'A' einen Punkt 1)', so daas diesen Forderungen 
Genüge geschieht (§. 140) , und ziehe die Graden ^'A' jmd^'^, 



: Bttryc. Calc. §. 190 a. 221.3. 
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welche sich in X schneideD werden. Denn X liegt mit ^, A auf 
Einer Graden, folglieh JT' mit ^', A' \ desgleichen liegt X mitl^i^ 
aaf Einer Graden, folglich Jf' mit ^', £*; mithin ist X' der Durch- 
schnitt von ^ '-<' und IJ' ß'. 

Collinear (pei'apectiviBch) liegende Figuren. 

§. 167. 

Lehrsatz. Wenn zwei Dreiecke ABC, A'B'C' eine 
solche Lage haben, dass die Yerbindungsgr aden ^^', 
B^, CC' je zweier (entsprechender) Ecken in EÜLem 
Pimkto P sich schneiden, so liegen die Durchschnitte 
X ?, «je zweier (entsprechender) Seiten £Cund B'C\ 
CA und C'A' , AB und ^'5' auf einer und derselben Gra- 
den p. 

Denkt man nämlich zuerst die Grad«^p gezogen, welche die 
AA\ BB', CC resp. in den Punkten ^, , ^i > C, acLnelde , so ist zu 
beweisen, dass der DurcLschnittspunkt « in der Graden ^Jl liegt. 
Nun ist, wenn ^ als Strahlenmittelpunkt betrachtet wird, 

{CC'C^P) = {B0ß^P)• 
und wenn $ als Strahlenmittelpunkt genommen wird, 

{CC'C.P) = (AA'A,P), 
folglich 

(_BB'B,P) = {AA'A,P}; 

daher sind wegen des eelbstentsprechenden Durchs chnittspnuktes 
P die Funkte B, B", B, mit A, A', A, perspectivisch , mithin gehen 
die Graden AB, A'B', A,B, oder (Ä|I durch einen und denselben 
Punkt C. 

Der Lehrsatz gilt auch umgekehrt. Denn liegen nach 
der Voraussetzung ^, J, «in einer Graden, so kann man auch 
sagen, dass die Verbindungsgraden AB, A'B', p^ der Dreiecke 
AA'^ und BB"^ sich in einem Punkte « schneiden, folglich liegen 
die Dnrchschnittspunkte P, C, C entsprechender Seiten ^^'nnd 
BB", -Ap und ß'3, $A und ^B in Einer Graden, d. h. AA', BB' 
tmd CC' gehen durch denselben Punkt/*. 
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§. 168. 

Erklärnngen and Zusätze. 1) Die Dreiecke oder ttber- 
haapt zwei Figuren, deren entspreche ade Seiten sich in Punkten 
schneiden, welche in grader Linie liegen, oder bei denen die Ver- 
bindungsgraden entsprechender Ecken durch denselben Punki 
gehen, beisscn oollinear liegende Dreiecke oder Figuren (faomo' 
löge Dreiecke, (igures homotogiques nach Chaales). Der gemein- 
scliaftlicbe Durchschnittspunkt der die entsprechenden Ecken ver- 
bindenden Graden heilst das Colliueationscentrum (Mittel- 
punkt der Homologie) und die Grade, welche die Durchs chnitts- 
punkte entsprechender Seiten enthält, die CoUineationsaxe 
(Ase der Homologie). 

Aus den gegebenen Definitionen, sowie aus den Sätzen des 
vorigen §. ergiebt sich ohne Weiteres, dass die CoUineationsaxe 
diejenige Grade ist, in welcher die beiden Figuren gemeinschaft- 
lichen nnd eich selbst entsprechenden Punkte liegen; 
denn sie sind die Durchschnitts punkte entsprechender Graden 
{§. 161 u. 165). Ans gleichem Grunde ist auch das Col,lineatioBS- 
c e n t r u m ein Fnukt^welcher als beidenFiguren zugleich angehörend 
sich selbst entspricht. 

2) Die beiden auf die collinear liegenden Dreiecke.4JC,-J'fi'C' 
bezüglichen Sätze des vorhergehenden §. lassen sich auch wie folgt 
ausdrücken : 

Bewegen sich die Ecken eines veränderlichen Dreiecks ABC 
in drei festen Graden AA\ B^, CC, welche durch Einen Punkt P 
gehen, und drehen sich dabei zwei Seiten, viaBCjCA um zwei feste 
Funkte ^, J, so geht auch die dritte Seite AB beständig durch 
einen und denselben Punkt €, welcher mit den beiden <Ä und |) in 
Einer Graden liegt. 

Drehen sich die Seiten BC, CA, AB eines veränderlichen Drei- 
ecks um drei feste Punkte resp. ^,p,€, welche in Einer Graden 
liegen, und bewegen sich zwei Ecken A und B in zwei festen Gra- 
den AA', BS', so bewegt sich auch die dritte Ecke C in einer Gra- 
den CC, welche durch denDurchschnittspunkt/' der beiden ersteren 
AA', BB^ geht. 

3) Die Construction.collinear liegender Figuren ergiebt sich 
nach den vorstehenden Erklärungen in 1) sehr einfach und besteht 
wesentlich im blosen Ziehen grader Linien. 
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Ist die Collineationaaxe p vnd äoa Collineationacentrnm P fttr 
zwei solche Fignrea gegeben, so braucht man nur noch zwei «nt- 
sprechende Funkte .1 und ^'zn kennen, am zu jedem andemPunkte 
^der einenFigur den entsprechenden^' der andern zn bestimmen. 

Zieht man nämlich die Grade A^, welche die Aze p in dem 
Punkte ^ trifft, ferner die PX anä J'^, so schneiden sich die bei- 
den letztgenannten Graden in dem Funkte X'. Eine jede Grade 
der zweiten Figur findet man, wenn zwei ihrer Punkte, die zweien 
der ersten Figur euteprecheu , gegeben sind ; einer dieser Punkte 
kann derjenige sein, in welchem die entsprechende Grade der ersten 
Figur die Colltneationsaxe trifft. 

Sind die Collineationsaxe und zwei entsprecliende Punkte A' 
und B' der zweiten Figur gegeben, die den Punkten A und S der 
ersten entsprechen, so findet man zn dem Punkte A' den entsprechen- 
den X', wenn man zwei Grade zieht, welche sich um die Punkte 
A', B* drehen und die Graden AX, BX auf der Axep in den Punk- 
ten ^i , JT, treffen. Der Durchschuittspunkt von ^lA' und 3^,B' ist 
der gesuchte Punkt X', 

Hierbei ist allerdings bezüglich der gegebenen Stücke voraus- 
gesetzt, dass die Graden ^ff und A'B' sicli in^einem Punkte <£ auf 
der gegebenen Coliinealionsaxe schneiden. Bei vollständiger All- 
gemeinheit der Anfgabo darf also die CoUIneationsaxe nur durch 
eins der Bestimmangsel erneute für die Lage einer Graden , d. h. 
etwa nur ihrer Bicbtnng nach, oder nur durch einen Funkte, durch 
welchen sie gehen soll, oder durch ein anderes, dieses eine Be- 
stimmungsstttck vertretendes, Element gegeben sein. 

Sind für die collinear liegenden Figuren das Coli ine ationscen- 
trum P, und zwei Grade a, b' der zweiten Figur gegeben, welche 
zweien Graden a, b der ersten entsprechen sollen, und soll zu einem 
Funkte X der ersten der entsprechende X' der andern gefunden 
werden, so lege man durch die Punkte a-a oder ^, b-b oder|t die 
Grade ^|l, welche die Collineationsaxe p ist; zieht man dann die 
Grade XC, wenn £^ den Pnnkt «'^ vorstellt, welche die p in JT trifft, 
und hierauf die ,^(7', wenn C' der Punkt a'b' ist, so treffen sich 
^C und XP im Punkte X'. Nothwendig ist hierbei, dass P auf 
der CC' liegt ; es ist somit eine der vier Graden a, a, b, b' hinsicht- 
lich eines ihrer Bestimraungs stücke z. B. des Punktes C oder C, nicht 
mehr willkürlich anzunehmen. 

4) Allgemein lassen sich zwei collinear liegende Figuren auf 
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folgende Weise constrairen : Wenn in der Ebene der gegebenen 
Figur noch ein Paukt P und eine Grade p gegeben ist, und man 
ziebt Ton P nach irgend' einem Punkte X der gegebenen Figur die 
Grpde PX, welche die p in dem Punkte |p trifft , bestimmt hierauf 
in derselben Graden PX einen Punkt X', welcher der Relation 

PX' fx" 
wobei i eine Const ante ist, genügt, so gebSrt jeder derartig 
bestimmte Punkt X' zu einer der gegebenen collinear 
liegenden Figur; für beide Figuren ist der Punkt i> das 
Centruni,undpdieÄxederCollineatioti. 

In beiden Figuren gehen nämlich die Verbindungsgradeu XX' 
entsprechender Punkte durch denselben Punkt P, ea ist also noch 
zu beweisenj dass auch die entsprechenden Graden sich auf der- 
selben Graden p der Collineaticmsaxe schneiden. Sind X, , X^ zwei 
Punkte der ersten , X,'., Xj die entsprechenden der andern Figur, 
so hat man nach den Constructionsbedingnngen : 

folglich 

ii^%x,x,) = {pjfi,x,'x;)=i. 

Wegen des selbstentsprechenden Punktes P sind aber die Punkte 
der beiden gleichen Doppelvfrbältnisseperspectivisch, folglich gehen 
die Verbindungsgradeu )l,)l, , X,X„ X,'X,' durch einen und den- 
selben Punkt oder die entsprechenden Graden X,X,, X,'X,'schnei- 
den sich auf der P,lft oder p , welche also die CoUineatiousaze ist. 
Die Constante X, welche ein ftlr die collineare Lage charak- 
teristischer Ooefficient ist , ist somit der einzige , welche die colli- 
neare Beziehung beider Figuren feststellt, während für die Colli- 
neation im Allgemeinen, ohne Berücksichtigung der gegenseitigen 
Lage beider Figuren zwei Goefficienten anzunehmen erforderlieh 
war (§. 161). Dieser Einflnss des besoudem Lagenverhältnisses 
collinear liegender Figuren auf deren metrische Beziehungen zu 
einander geht auch aus folgenden Betrachtungen hervor. 



Constrnction collinear liegender Figuren abge- 
let aus der allgemeinen Construction colHnearer 
guren. Setzt man in §. I6l roraus, dass von zwei collinearen 
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Figuren drei Punkte A, B, C der ersteren mit den eutsprecbenden 
die! Funkten A', B', C' d«r andern zuBammenfallen , so geben die 
Relationen a) zanächst in folgende über 

., '^'^ _ , ^ |C _ |»'C 

*^ ^— *^'ß' ^b — ^^'b'^ 

in welcher die Constanten X und ft beliebige Werthe baben. Die 
beiden nach diesen Relationen auf einander bezogenen coUinearen 
Figuren haben dabei weiter keine Eigen tbümlichk ei t, als dass drei 
Punkte der einen mit drei entsprechenden Punkten der andern zu> 
sammenfallen. Werden dagegen noch die beiden Constanten 
iund(iina')einandergleichgesetat, soliegen dieFi- 
guren auch collinear; der PnnktCist dabei das Coli ineations- 
centtum und die Grade AB die CoIlineatJonsaxe. Denn nach die- 
ser Annahme gehen die ßelationen a') über in 

^B- ^-B ~^'- p'A ' 
oder 

(CB^3l') = {CApp'). 
■Wegendes selbstentsprecbendenDurchschnittspnnktesC gehen 
die entsprechenden Verbinduugsgraden ^p , ^'p' durch einen 
Punkt der Graden AB und die Durcbsclinittspunkte X, X' von Ap 
und B^ , Ap' und .^i^' liegen in einer Graden , welche durch den 
Funkt Cgeht (§, 135). Auch genügen die Punkte X, X' der im 
vorhergehenden §. bemerkten Constructions weise collinear liegen- 
Figuren, Denn wenn Jl der Durchschnitt der Graden CXX' mit 
AB ist , so hat man 

XC ^jC__^ ^L^ — i 

mithin C das Centrum und AB die Axe der Collineation, 

§. 170. 

Metrische Relationen bei coUinear liegenden Fi- 
guren. Zu den allgemeinen Beziehungen , welche zwischen be- 
liebig gelegeneu collinearen Figuren stattfinden, treten bei den col- 
linear Hegenden noch besondere, welche eben aus dem besondem 
LagenverhSltniss hervorgeben, und von denen einige bereits in den 
vorhergehenden §§. erwähnt worden sind. 

1) Bezeichnen t, i' wieder die Gegenaxeu oder die Graden Jn 
der ersten und zweiten Figur, welche resp. der unendlich entfernten 
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Gradfin der zweiten und ersten entsprechen, femer p die Oollinea- 
tionsaxe beider Figuren, so sind t, ■' und p einanderSparallel.' ' Denn 
die Cfegenaxe t nnd die unendlich ferne Grade der aweiten Figur 
schneiden sich auf der Collineationsaxe nnd ebenso schneidet die 
unendlich ferne Grade die Gegenaxe i' auf der Collineationsaxe p, 
folglich liegen die unendlich fernen Punkte von iund i' auf p oder 
die Gegenaxen sind der Collineationsaxe parallel. 

Trifft femer irgend ein Strahl PJfX'vom Collineationscentrum 
nach ii^end einem Punkte X der einen Figur oder nach beiden ent- 
sprechenden Punkten (§. 168) die Gegenasen t, i" in den Punkten 
J,J' und die Collineationsaxe p mlfi, so bat man zunächst (§. 168, 4) 

und von dieser Constante hängen auch die gegenseitigea Entfer- 
nungen von P, t, «'und p ab. Denn ist ü der unendlich ferne Punkt 
der Graden PXX', so ist 

(/>f/P) = (P|)W) = i, 
oder, weil PO: i7|) = -^I, 

■ iPJ:ipj=Tpj':PJ' = l, 

'> 1 pj.pj'^Tfij.Tpr. 

Hieraus erglebt sich , dass der Mittelpunkt von JJ' mit dem 
von Pip züsammenftlllt, oder dass die Entfernung des Punktes / 
von P der des Punktes /' von |9 gleich aber eufgegengesetat ist. 
Aus obiger Proportion folgt nämlich unmittelbar auch 

PJ— 1fiJ:1fiJ'—PJ'= PJ:Tfij'z= TßJ: PJ', 
oder 

PTfi:TfiP = PJ;Tfir = TfiJ: PJ'. 

Daraus geht weiter hervor, dass überhaupt die Entfernung 
derGegenaxe i oder i'vom Collineationsmittelp unkte 
Pgleich aber entgegengesetzt ist dem Abstände der 
Gegenaxei' oder i von der Collineationsaxe. 

Dasselbe Ergehntss folgt auch schon daraus, dass die ent- 
sprechenden Punkte X, X' auf der Graden PJ^ zwei collineare 
Theilungen, deren Doppelpunkte Pund |R sind, bilden, folglich fällt 
nach §. 150, t die Mitte der Punkte J, /'mit der von PT^ zusammen. 

2) Seien in zwei collinear liegenden Systemen ar, , jr, zwei be- 
stimmte Grade nnd I' irgend ein Punkt des einen, x,', ar/und F'die ent- 
sprechenden Elemente des andern Systems, Man denke sich fer- 
ner von Fanf x, und x^ die Senkrechten YX, , YX^ und ebenso von 
V auf a:,', .t,' die Senkrechten Y'Xi, F'A','gefilllt, so stehen schon 
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wegen der coUinearen Beziehnug beider Systeme diese Seokrechten 
in constantem DoppelrerhfiltiuBse , wie auch die Qraden ar, , a^^imd 
der Ptiiikt Y gewählt sein mögen (§. 164, 2), d.h. 

' rx,' r'x; 

a) Ist nun die eine Grade ;r, durch den Collineationsinittelpunkt 
P gezogen, so fällt sie mit ihren entsprechenden :r,' znsammen nnd 
es ist 

TX, P¥ 
Tx^~TF' 
mitbin 

*' PF- T%'-*- 

In zwei collinear liegende n Figuren ist also das 
Verhaitniss zwischen dem Verhältnisse der Abstände 
zweier entsprechenden Punkte {F, 7') von dem Colli- 
neationscentrum und dem Verhältnisse der Abstände 
derselben Funkte von zwei entsprechenden Graden 
{Xf, a-,') ein constantos, 

Nimmt man weiter an, dass x^ die Collineationsaxe sei, so fällt 
ihre entsprechende a;,' gleichfalls mit ihr zusammen, und man hat 
FT, : 7'Xt = F|) : F'll, mithin 

TT'fY' ' 

welches die in §. 168, 4 bereits bemerkte Relation ist. 

c) Ist X, in dem ersten, a;,'in dem zweiten Systeme die unend- 
lich ferne Grade , also or, mit i und x,' mit i ' zu vertauschen , und 
bezeichnet man noch die Senkrechten von Fund F'aufiundi' 
oder F^, und ¥X{ mit ¥J und Y'J' , so geht die oben bemerkte 
Gleichung 2) über in 

F/.r/' = l'; 
oder das Product der Entfernungen zweier entsprech- 
ender Punkte (F, F')resp. von den beiden Gegenaxen 
(i, i') ist constant. 

§. 171. 
-^'Collineare Involution ebener Fignren. Setztman in' 
der Gleichung (,PPXX') = A (§. 168, 4) den Coefficienten i für die 
collineare Lage der negativen Einheit gleich , so stehen die ent- 
sprechenden Elemente beider Figuren in der besondem Beziehung 
zu einander, dass jedes der»ftlben in der einen Figur mit dem ent- 
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»predienden der andom Figur vertftusclit werdun kann , ohne dasa 
dabei die coIUneare Beziebtmg beider Figuren zu bestehen aufhüii, 
d. h. beide Figuren bilden als ein Ganzes anfgefasst ein involu- 
torisches ebenes System. 

Die für dasselbe charakteristische Relation 

lässt sofort erkennen, dass in jeder Graden, welche zwei ent- 
sprechende Punkte IT' verbindet , die Punkte P oder das Colli- 
neationscentrnm und y^ oder der Durchschnitt von XX' mit der 
Collineationsaxe p die Doppelpunkte einer inyolntoriscken Punkt- 
reihe sind, welche anf der Graden durch die Paare X, X' ent- 
sprechender Punktß gebildet werden. (§. 79, 2. 3.) 

Somit ist für das involutorisehe ebene System das 
Collineationscentrum ein isoHrter Doppelpunkt und die 
Collineationsaxe p aU Inbegriff aller Punkte |I eine 
Soppellinie der Involution. JederAbstand zweier entsprechen- 
Punkte eiues solchen Systems wird durch den Doppelpunkt nnd 
die Doppellinie harmonisch getheilt. 

Bezeichnen ferner i und t'die Gegenaxeo der beiden aa einem 
involntorischen Systeme vereinigten Figuren, J,J die Durchs chnitts- 
punkte der Verbindungsgraden XX' zweier entsprechender Funkte 
mit diesen Axen, so ist nach vorhergehendem §. 

PJ:VJ^PJ:pj' = — \, 
.d. h. diebeidenGegenaxen fallen in Eine ztisammen, 
und zwar in eine zur Doppellinie p parallele Grade, 
welche durch die Mitte des Abstandes des Doppel- 
punktes P von der Doppellinie jD geht und daher (nach 
Möbius^) die Mittellinie genannt werden mag. 

Zu denselben Resultaten kommt man auch, wenn man von der 
collinearen Beziehung zweier Figuren , nach welcher drei Punkten 
iu Einer Graden wieder drei in Einer Gi'adcn liegende Punkte ent- 
sprechen, ausgeht, und dabei noch voraussetzt, dass jeder Punkt 
der einen Figur mit seinem entsprechenden der andern yertuuscht 
werden kann. Seien hiemach A, A', B, B' vier Punkte der einen 
Figur £, denen a', A, ß, B in der andern E' entsprechen sollen, 
so wird man zu jedem fttnften X den entsprechenden X' nach fol- 
genden rein geometrischen Betrachtungen bestimmen können. 

*) Berichte der K. S. OeselUchaft d. WiasenBcli. 1856. S. 143. 
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Dero Wesen der ColUneation zufolge entspricht dem Dnrchscbuitte- 
pnnkte P von AA' ond BB', oder kurzer bezeicbnet , dem Punkte 
P^AA-BB' der Punkt A'AB(B, d.i. P; dosgleichen demPunkte 
AB-A'^^$ derselbe Punkt A'0AB^.$ und dem Punkte 
A^'A'B^S^ derselbe A'B-AB'^$&.. Jeder der drei Punkte 
Pi $, Jü ist also ein Doppelpunkt. Legt man durcb die selbstent- 
sprechenden Punkte $, ifiH eine Grade p, so ist anch fJBAA'^ 
$ßi-A'A^^ einDoppelponktund ehensofJÜ- BB'= $^- B'B 
^P- Aber nicht blos diese, sondern jeder Punkttt derGraden 
p ^ $fiA^ oder $^P ist ein Doppelpunkt , oder p ist eine D op- 
pellinie. Denn der dem <iS entsprechende Punkt Ä' muss wie- 
der in p liegen , iind weil nach der Natur der Collinoation irgend 
vier Punkte e,iner Graden und die vier entsprechenden der ent- 
sprechenden Gradengleiche Doppelverhältnisse geben, also 

ist, so mnss ^ mit IUI' identisch, oder llll ein Doppelpunkt sein. 

Hieraus folgt , dass auch die Punkte J^B -p^lX und XP-p ^ 
y Doppelpunkte sind. Liegen nun die Punkte X, W, B' der Figur 
£ in Einer Graden, so muss dasselbe auch mit den entsprechenden 
X', % B der Figur £' der Fall sein und ebenso liegen P,Tß, X' in 
Einer Graden , weil dasselbe mit i*, )) , X stattfindet. Demnach 
ist der gesnchte Punkt X der Durchschnittspunkt von PX mit £U. 
Man kann auch X'als den Durchschnittspunkt von E^ und B'Xl 
beaeichnen, wenn W ^ BT-p ist. 

Da von drei Diagonalen eines Vierseits AB'A'B eine jede, 
wie BE, von den beiden andern AA ' und §fi^ harmonisch geschnit- 
ten wird, so sind P^ Bff- AA'fXaA B^BB'-ffiA harmonisch zu- 
geordnet den Punkten B, B und daher auch {Pl^XX") = — I, weil 
P, B, B, S perspectivisch mit P, y , X', X liegen. Mithin theilen 
der Doppelpunkt P und die Doppellinie p jeden Abschnitt XX' 
zwischen entsprechenden Punkten harmonisch. 

Nimmt man daher X als einen unendlich entfernten Punkt der 
Ebene an, so liegt der entsprechende / auf der Mitte von P"}^, und 
alle Punkte /; die den unendlich entfernten der Ebene entsprechen, 
mag man letztere dem Systeme^ oder^' zugehörig ansehen, liegen 
auf einer Graden i , welche der Doppellinie p parallel liegt und die 
Entfemang des Doppelpunktes P von der Doppellinie p halbirt, 
d.i. auf der Mittellinie. 

Aus den harmonischen Verbältnissen {AA'P^) = {BB'Pf) = 
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{XX'pp) = — I ei^ebt sich weiter das iavolutorische Verhalten 
der Fnnbtepaare A nnd A', B und B' , X und X'. 

Anmerknng. Denkt man sich in zwei verschiedenen Ebenen e und - 
c'i deren DnrchBchnlttBliiiie p sei , in der einen f ein beliebiges Sjstem A, 

B, C . . . von Punk.ten und in der andern ein zn demselben perspoctiviBches 
A', B', C' , . ., wobei der Augen - oder Projectionspunkt P iwiscben beiden 
Ebenen in gleicher EutEemung von jeder derselben liegt ; ist dann i die 
Durchs chnittsli nie von e und einer durch P mit t' parallel gelegten Ebene, 
f' die Durchschnitts [in ie von t' nnd einer durcb P mit e parallel gelegten 
Ebene, nnd läsBt man hierauT die eine Ebene nm die Durchs chnittglinie p 
sich drehen bis die dem Fnakte P zugekehrten Seiten von t und t' zusam- 
menfallen, so bilden die nun in Einer Ebene liegenden Punkte A, A ', B, ff, 

C, C . . . ein involutorischea System, deren Doppelpunkt und Doppelgrade 
resp. P und p und deren Mittellinie die in Einer vereinigten Graden ( und 

§. 172. 
Affinität ebener Systeme. Macht man ftir die Gleich- 
ungen a) des §. 161, welche die coUineare Beziehung zweier ebener 
Figuren feststellen, die besondere Annahme, daaa jeder der 
Coefficienten l nnd fi der positiven Einheit gleich ist, so ist 
das gegenseitige Verhalten beider Figuren dadurch besonders 
ausgezeichnet, dass der unendlich entfernten Graden der 
einen Figur wieder eine unendlich entfernte Grade 
der andern Figur entspricht, nnd somit Parallelen in der 
einen wieder Parallelen in der andern entsprechen. Sind näm- 
lich A, B, C drei nicht in einer Graden befindliche Punkte der ei- 
nen, A', B', C" die entsprechenden der andern Figur, so ist nach 
obiger Voraussetznng für zwei andere entsprechende Punkte X 

Kückt dabei die &-ade ^J- in unendliche Entfernung , so wird 

folglich auch 

^■B^~WA' '' 
Ttnd es müssen auch ^', p' zwei unendlich entfernte Punkte nnd die 
Grade (Ä'J' eine unendlich entfernte sein. 

Witischel, nensre Geometrie. 17 ' 

n,g,t,7l.dM,GOOglC 



— 268 — 

Zwei Systeme oder Fi^ren , deren nnendlicli entfemtfl Gra- 
den einander entsprechen, heissen affine Figuren. Die betref- 
fende Verwandtscltaft -7 die Affinität, ist somit eine besondere 
Art der allgemeineren CollinealiongTerwandtscIiaft. Ans der an- 
gegebenen besonderen Beziehung afSner Figuren ergeben sich noch 
nachstehende metrische Belationen. 

1) Sind A, B, C, D vier in gradet Linie liegende Punkte der 
einen Figur, A', B", C, D' die entsprechenden der andern affinen 
Figur, so besteht zwischen denselben nach dem Gesetze der CoUi- 
neationsverwandtschaft die Gleichheit der Doppelverhältnisse 

{ABCD) = [A'gC'D'). 
Ist hnn t) der unendlich entfernte Pnnkt der einen Graden, 
BO ist fis auch D' in der entsprechenden des affinen Systems und 
damit vereinfacht sich die Gleicliheit der DoppelverhKltnisse in die 
der einfachen VerhKltiiisse 

AC _ A'C' 

A. h. entsprechende Grade affiner Figuren werden ' 
durch entsprechendeFnnktefihniichaderproportio.nal 
getheilt. 

Hieraus folgt, dass die Verwandtschaft der Affinität zwischen 
Systemen von Punkten, deren jedes in einer Graden enthalten ist, 
mit der Aehnlichkeit identisch ist, oder affine gradlinige Punkt- 
reihen sind ähnlich. Dasselbe folgt auch daraus , daas die unend- 
lich entfernten Punkte beider Graden einander entsprechen. {§. 142.) 

2) Sind die Abschnitte AB, CD der einen Figur einander pa- 
rallel, so sind es auch die entsprechenden^'^', CD' in der afGnen 
Figur, und ist E der Durchschnittspunkt youAD und BC, so ist der 
Dnrchschnittspunkt E' von A' ff and B'C demselben entsprechend. 

„ . AB AE , A'B' A'E' , , ,. , 

Nim ist 7T7?=7rT,i ebenso 7;7777-=777t;7-, folglich, weiM,£,6'nnd 

LU CCf L Sr L Et 

A'j-tE', C in entsprechenden Graden entsprechende Punkte sind, 
oder AE:CE = A'E': C'E' ist, -^ 

AB:CD = A'ff:C'D', 
d.h. Abschnitte von Parallelen der einen Figur ver- 
halten sich ebenso wie die entsprechenden Abschnitte 
in der affinen Figur. 

Sind also A und C zwei Punkte und a eine Grade der einen, 
A', S die entsprechenden Punkte und ä die entsprechende Grade 
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der affinen Figur, ferner AB, CD zwei von A and C a.n£ a geilte 
Senkrechte, A'If, C'D' zwei von^'nnd B' auf a'geföllte Senkrechte, 
so sind zuaäehat AB nadCD denGraden^'i^und C'i>' entsprechend, 
weil sie zweiPaare vonParallelen sind, welche durch entsprechende . 
Funkte gehen, nnd hieraus folgt auch 

AB:CD = A'B':C'D^; 
d.h. in affineuFiguren stehen dieEntfernungen zweier 
Punkte {A und C) von einer Graden (a) in der einen Fi- 
gur in demselben Verhältnisse, wie die Entfernungen 
derentsprechendenPunkte(-^'undC')Ton derentsprech- 
den Qradeu(a') inderandern. 

3) Seien A, B, C, D vier Punkte der einen, A', W, C, ff die 
entsprechenden der andern Figur. Man falle von C und I> auf AB 
die Perpendikel Cf7, , 1)'D^ , ebenso von C' und ff auf A' ff die ent- 
prechenden C'C(, ffD{, so hat man nach vorigem Satze 

CG, : DD^ = C'C,' : ffD,', 
mithin 

CC,.AB:DDt.AB = C'C,'.A'B':ffD;.A'ff, 
d.i. 

AABC:AABD=AA'ffC':AA'ffff, 
oder dieFUchen zweier Dreiecke mit gemeinschaftlicher Seite ver- 
halten sich in der einen Figur ebenso, wie die Flächen derentsprech- 
enden Dreiecke der andern. Aber nicht blos Dreiecke mit gemein- 
schaftlicher Seite, sondern irgend zwei Dreiecke oder all- 
gemeiner irgend zwei Flächentheile der einen Figur 
stehen ihrem Flächeninhalte nach in demselben Ver- 
hältnisse, wie die entsprechenden Dreiecke oder 
FUchentheile der andern. Dennist^B(7=m^'ß'C',soi8tanch 
ABD = m A'B'ff-anA, wenn E,F... £', F'. . . noch andere entsprech- 
ende Punkte der beiden Figuren sind , wegen ABD : BBE = 
Äffff:ffffE',«t).ü\BDE = mffffE\ und wegen ßJ5ff : />£ii'= 
B'D'E'-.ffE'F', &atAiABC\I)EF = A'B'C':ffE'F'\ desgleichen 
ABC±^ BCD + CDE+ DEF ±.. . = m(ABC + BC£> + CDE+BEF 
+ . . . ) u, s.w., wobei übrigens hinsichtlich der Flächeninhalte ent- 
sprechender Dreiecke und Flächentheile in beiden Figuren die 
Sätze der §§.23 — 24 zu berücksichtigen sind. 

Vergleicht man diesen Satz mit dem in §. 165 aufgestellten, 
auf Fl&ch entheile collinearer Figuren bezüglichen Doppelverhält- 
niss, so zeigt sich, dass von den zwei einfachen Verhältnissen, aus 

17* 
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denen das Doppelverhältniss zusammengesetzt ist , bei affinen Fi- 
gaien sclion jedes für sich allein von einer Fignr aur anclem con- 
stant ist. Auch hierin also läsat sich die Affinität als speci eller Fall 
der Collineation erkennen. 

Jede der unter 1,2,3 bemerkten Eigenschaften affiner Figuren 
kann als Definition für diese Art von Verwandtschaft dienen, aus 
■welcher sich die jedesmal übrigen ableiten lassen. Erklärt man 
z. B. die Affinität durch die Unveränderlichkeit des Verhältnisses 
je zweier Dreiecke von der einen Figur zur andern, oder setzt man 

ABC = mA'B^C' 

voraus, wie ancb die dreiPunkte^J:, B, Cder einen gewählt werden 
mögen, so ergiebt sich folgendes. Liegen A, B, C in Einer Graden, 
so ist das Dreieck ABC^^O, folglich auch A'B'C' =^ 0, also A', 
S, C' in Einer Graden. — Sind J) und B' zwei sich entsprechende, 
ausserhalb dieser Graden liegende Punkte , so ist ABB ; BCB = 
AB : BCunA A'B'ß' : B'C'D'=A'B' : B'C',mithin;^P : BC= Ä0: B'C. 
— Haben die Punkte A, B, C, D eine solche Lage, dass die Graden 
AB, CD parallel sind, so ist ABC^=ABD^ mithin auch ^'S'C = 
A'^D' und daher A'^ parallel C'D'. — Unter derselben Voraus- 
setzung, dasB AB und CD parallel sind, hat man auch ABD.CBD 
= AB:CBandA'eB':C'B'D'=A'B'iC'B',mithinAB'.CJ)^A'B': 
C'D', oder entsprechende Abschnitte von Parallelen stehen von einer 
Figur zur andern in gleichem Verhältniss. 

Ebenso lassen sieb die Haupteigenschaften affiner Figuren aus 
dem Satze ableiten, dass der Abstand irgend zweier Punkte der 
einen Figur von allen übrigen Graden in denselben Verhältnissen 
geschnitten wird, wie der Abstand der entsprechenden Punkte von 
allen übrigen entsprechenden Graden in der andern Figui, 

5) Auf letztgenannte Eigenschaft lasst sich eine einfache Oon- 
struction affiner Figuren griinilen, welche der üben§. 166 gegebetien 
Construetion collinearer Figuren entsprechend ist. Seien A, B, C 
und A', B''C' drei Punkte der einen und die beliebigen drei ent- 
sprechenden der andern Figur, X ein Punkt der ersten, zu welchem 
der entsprechende X' in der zweiten gefunden werden soll. Man 
nehme AB, AC als Axen in der einen, ebenso A'B', A'C in der an- 
dern Figur, verbinde X mit B und C, welche Graden -T^und XC 
die AC und AB resp. in ^ und ^ treffen, theile dann A'0 und A'C 
in zwei Punkten ^ und 1^' so, dass A'^-.^'B' = A^-.^B und 

n,g,t,7l.dM,GOOglC 



— 261 — 

Al^'-.'WC' = ^:TJC iat und verbinde ^' mit C, IJ ' mit B^, so 
schneiden sich die Graden^C' und TfB'in dem gesuchten Punkte X '. 
6) Setzt man fijr die zu collineai liegenden Figuren gehörige 
Relation (§. 168, i) 

px — >r 

voraus , dass das Colli neationscentrum unendlich entfernt liegt , so 
wird PX-.PX" = 1 und man hat 

TfX' = llfiX, 
A. i., weil y ein selbstentsprechender Punkt ist, die für die Affini- 
tät charakteristische, unter 1 bemerkte Relation. Die Collineation 
gebt also in Affinität über , wenn das C ollin eationscentrnm unend- 
lich entfernt ist. Bei dieserLage sind dieVerbindungsgraden XX' 
entsprechender Punkte zu einander parallel. Daher finden die un- 
ter 3) bemerkten FI ächenrelatio neu bekanntlich auch statt zwischen 
ebenen Figuren , wovon die eine die (Parallel -) Projecüon der an- 
dern ist. 

g. 173. 

Gleichheit ebener Fignren. Die Affinität, welche 
auf Gleichheit der Verhältnisse entsprechender Flächentheile in 
den betreffenden Figuren sich basiren lässt, (s. 3) des vorhergehen- 
den §,) geht in eine noch sp6ciellere Verwandtschaft 
über, wenn der Exponent m des constanten Verhält- 
nisses der Einheit gleich gesetzt wird. 

Diese Verwandtschaft , welche hiemach in der Gleichheit ent- 
sprechender Flächentheile besteht, ist von Herrn Moebius (Baiyc. 
Calc. §. 161) Gleichheit der Figuren genannt worden und unter- 
scheidet sich, wie bereits oben §.133,3 vorläufig bemerkt worden ist, 
von der in der gewöhnlichenEIeraentargeometriebehandelten Gleich- 
heit dadurch, dass nach derselben nicht blos die Figuren bezüglich 
ihres Gesammtfiächeniuhalts , sondern auch des Inhalts ihrer ent- 
sprechenden Flächentheile mit einander übereinstimmen. Hiernach 
können z. B. nur Polygone von gleichviel Ecken in dieser engeren 
Beziehung zu einander stehen. 

Selbstverständlich behalten alle über affine Figuren gemach- 
ten Bemerkungen ihre Geltung für gleiche Figuren; so werden 
z. B. alle entsprechenden Abschnitte durch entsprechende Funkte 
in gleichem VeihSlCnisse getheilt u, s. w. Desgleichen ist auch 
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die allgemeine Constntctioa gleicher Figuren in der Hauptsache 
dieselbe wie die Affiner Figuren (s. vor. §.) , nur dasa hinsichtlich 
der Annahme der Punkte A' , B' , C', welche den Punkten A, B, C 
entsprechen sollen , die specielle Beatimmung hinzutritt, dass nach 
beliehiger Wahl der Punkte A' and B' dem Punkte C eine solche 
Lage gegeben werden muss, ftir welche das Dreieck A'B'C' dem 
DieieckABC flüchengleich wird. Der Ort vonC ist demnach eine 
Parallele von A'S' in eiuem solchen Abstände h voa derselben, 
äma^h.A'B'^ ABC ist. 

Für gradlinige Systeme von Punkten geht die Gleichheit in 
Aehslichgleichheit über, sowie die Affinität in die Aehnllcbkeit. 
§. 174. 

Aehnlichkeit gradliniger und ebener Systeme. 
l) DieBedisgnngen, unter welchen coUinearegradlittige Punktreihen 
in ähnliche übergehen, sind bereits oben §■ 142 n. 14ä, 2 erwähnt 
worden. Es ist ferner leicht einzusehen, dass bei collinearer oder 
perspectiviscber Lage der betreffenden Punktreiben diese Be- 
dingungen der Aebolicbkeit gleichfalls bestehen können. Man nennt 
dann die Pnuklreiben ähnlich liegend, den Projectionspunkt, 
in welchem die Verbiudungsgraden entsprechender Funkte sich 
schneiden, den Aehnlichkeitspunkt. Der Aehnlichkeitspnnkt 
liegt unendlich entfernt, wenn der Durchschnittspunkt der ähnlich 
getbeilten Graden ein selbstonfsprechcndor in endlicher Feme ist. 
Ist derDurchscbnittspunkt der ähnlich getbeilten Graden unendlich 
entfernt, also auch selbstentsprechend (§. 143) , so liegt der Pro- 
jectionspunkt in endlicher Feme und zwar ausserhalb oder inner- 
halb des zwischen beiden Parallelen liegenden Streifens (äusserer 
oder innerer Projectionspunkt), je nachdem die entsprechenden Ab- 
schnitte auf beiden Parallelen gleiche oder entgegengesetzte Kich. 
tung haben (einstimmig oder entgegengesetzt sind). 

Der Fall, dass beide ähnliche Pnnktreiben in Einer Graden 
enthalten sind, ist bereits unter g. rSl, I und 3 berücksichtigt 
worden. 

2) Liegen die in den Punkten A, B,C... A\ ff, C' . . . ähnlich 
getbeilten Graden s und »' nicht collinear, sondern schief, oder ist 
ihr Durcbscbnittsp unkt s's ^R kein selbstentsprechender, so lassen 
sich In der Ebene beider Graden zwei endlich gelegene Punkte S und 
S[ bestimmen, von welchen aus je zwei entsprechende Abschnitte 
AB nnd A 'B", BC und ffC. . . unter gleichen Winkeln ^B = A 'SB', 
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BSC=B'SC. . . snd^,B= SS^A', ÄS,C = <fS^A^. . . erscheinen 
die fttr den einen Punkt S einstimmig, ftlr den andern 
Pankt 5, entgegengesetzt sind, so d&ss anch die Dreiecke 
mit der gemeinschaftlichen Spitze S SAB, SBC... und SA'B', 
SB^C... einstimmig ähnlich, sowie die Dreiecke Büt der ge- 
rn eins chaftlichen Spitze S, S,AB, SiBC. . . nnd S,A'B', S,B'C' . . . 
entgegengesetzt ähnlich sind (s. §. 32). Von diesen Punkten, 
welchenachMagnusSItuationspunkteheissen mögen, kamt der 
eine auf gleiche Weise wie derPunktO{Fig.53, S. 187) gefunden wer- 
den. Schneiden sich die Crtaden^^', BB' in dem Punkte Sund be- 
schreibt man umS'^finnd um S'^'^ zwei Kreise, so ist deren jwei- 
ter Durchs chnittspunkt S der eine Situationspunkt , von welchem 
ans JB zwei entsprechende Abschnitte unter eiustimmiggleichen 
Winkeln erscheinen. Zur Bestimmung des Punktes 5, , von wel- 
chem «US die Dreiecke AS,B , BS,C. . . und A'S,B\ B'S^C . . ent- 
gegengesetzt ähnlich sind, bemerke man, dass für diese Forderung 
die WinkelÄSi-4 und -i'S, 5' einstimmig gleich, also auch die Win- 
kel BS,A + AS,A' und AS,A' + A'S, B' oder 55,^' und AS,B^ ein- 
stimmig gleich sind. Folglich haben die Winkel ^S,^', BS^B" eine 
und dieselbe Halbirungslinie , welche die AA' in ^, die BB^ in 9 
treffe. Man hat dann weiter A^:^A' = SiA:S,A' = AB:A'B' 
nndehensoB^:pB'=AB:A'B',w&iAS,iS,B:BA=A'S,:S,ff:£'Je 
sein soll. Da ausserdem AB: A' B" =s AS: A'S,bo ist auch.,i^:,^l^' 
= B^:^ff = SA:SA' , folglich S3 dieHalhirungslinie vom Winkel 
ASA' und' ^ von BSff. Durch die Punkte ^ und p ist also die 
CFrade 5,^^ bestimmt. Zieht man zn derselben durch S, eine 
Senkrechte, so schneidet diese die AA'jmAB^ resp. in ^' und J', 
so dass {AA'^^') = {Bfff^') = —\ ist. Somit ist die ^'J', also 
auch S, bestimmt. 

Zur Bestimmung von S hätten auch zwei Kreise durch A,^, j( 
und R, B, B^ gelegt werden können, deren zweiter Durchschnitt 
ebenfalls Sist.*) 

3) Kommt zu den in §. 173 aufgestellten Bedingungen , nater 
welchen die CoUineation in Affinität übergeht , die specielle Be- 
stimmung, dass die drei Punkte ^',^,C' eine solche gegenseitige 



*) Weitere Sätze bcztt^Iicli der scliiefea Lage SlmllcherLioearti^nreii 
entliält die bereits oben 8,200 erwäbnte Qelegenheitsscbrift des H^rm Dt, 
Baltzer. 
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Lage haben sollen, daM Ä'S = fnAB, ffC'=mBC, C'A'=mCA 
oder A'S^:S^C':C'A'=AB:BC:CA ist, so wird das zweite von den 
Punkten A', S, C, X' gebildete System dem ersteren A, B, C, X 
ähnlich sein. Sowie die Gleichheit, kann also auch die Aehn- 
lichkeit dnrch Specialisimng der affinen Beziehung, nur nach an- 
derer Bichttmg hin, herrorgegangenen gedacht werden. Wie sich 
leicht erweisen ISsst , findet bei ähnlichen Figuren nicht blos Pro- 
portionalität statt zwischen Äbschnilten einer und derselben Gra- 
den in der einenFigur und den entsprechenden auch in Einer Gra- 
den liegenden Abschnitten in der aadem Figur, sondern überhaupt 
zwischen irgend zwei auch nicht in Einer Graden enthaltenen Ab- 
schnitten der einen und andern Figur. Ebenso ergiebt sich das 
VerhSltniss je zweier entsprechender Abschnitte in beiden Figuren 
gleich dem der entsprechenden Seiten der Dreiecke -i^C Hnd^'5'C. 

Aus diesen Elementaisätzen für ähnliche ebene Figuren , in 
deren Erörterung hier nicht weiter eingegangen werden soll, folgt 
noch für die Couetruction eines ebenen Systemes , welches dem 
gegebenen A, B, C, X ähnlich sein soll, dass man die zwei ersten 
Punkte A', S , die A und£ entsprechen, beliebig legen kann. Der 
Ort von C ist alsdann einer der Durchschnitte C , C" zweier von 
A' und ^ ans mit den Halbmessern resp. mAC und nt BC beschrie- 
benen Kreise, wobei m= A'B'-.AB gesetzt ist. Jedes der somit 
bestimmtenDreiecke^'^C, A'&C"i9\ dem Dreiecke ABC ähnlich, 
doch mit dem Unterschiede , dass das eine z. E. A'B'C' nach den 
in §.33 aufgestellten Principien mit dem gegebenen .4£<:^ einstimmig, 
das andere A'ffC" demselben entgegengesetzt ist. Verfährt mau 
in Betreff der übrigen Punkte X'ganz so, wie es §. 172,5 für affine 
Figuren angegeben worden ist, so erhält mau mit Zugrundelegung 
des Dreiecks ^'^C' eine der gegebenen einstimmig ähnliche 
Figur A', B', C', X', dagegen auf Grundlage des Dreiecks A'B'C" 
eine entgegengesetzt ähnliche Figur A'B'C'X", Die Punkte X' 
lassen sich auch wie C' bestimmen, wenn man über ^'^ mit^^ = 
m.^A'nnd B^X ^^tnBXDicieekeA'B'X' construirt, die mit A'B'C' 
einstimmig oder entgegengesetzt sind, je nachdem dasselbe mit 
ABX und ABC der Fall ist. Desgleichen ei^eben sich die Punkte 
X" durch Construction von Dreiecken A'B'X" die unter derselben 
Bedingung mit A'B'C' einstimmig oder entgegengesetzt sind. 

4) Wird in der Gleichung für die c ollin eare Lage zweier ebener 
Figuren §. 168, 4 
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PX^ TfiX 
pXpF' 

die CollineAtionsaxe p nnendlich entfernt geuommea, 90 wird das 
VethSltniss pX: px" = 1 und man hat 

PX:PX' = l, 
d. h. die beiden Figuren sind äLnIicl» 

Den ColIineationEmittelpunkti' nennt man in diesemFalle den 
Aebnlichkeitspunkt, die Figuren selbst ähnlich liegend, 
und il den Coefficient der Aehnlichkeit. Je nachdem X posi- 
tiy oder negativ ist, wird P äusserer oder innerer Aehnlich- 
keitsmittelpunkt, d. h. P liegt auf derselben Seite zu beiden Fi- 
guren, oder zwischen denselben. Da die C ollin eationsase 
unendlich entfernt ist, so liegen die Verbindungsgraden ^1^, je 
zweier Punkte der einen Figur mit den Verbindungsgraden X,'X,' 
entsprechender Funkte der andern Figur parallel. 

5} Haben die ähnlichen Figuren eine beliebige Lage , so sind 
die Figuren entweder einstimmig oder entgegengesetzt, je nachdem 
dasselbe der Fall ist mit zwei entsprechenden Dreiecken {vergl.3). 
Sind die Figuren einstimmig ähnlich, so giebt es in ihrer Ebene 
einen selbstentap rech enden Punkt S, den Situationspunkt, 
welcher auf dieselbe Weise wie bei ähnlichen gradlinigen Systemen 
gefunden wird (s. o. 2). Denn ist S so bestimmt, dass die Dreiecke 
SAB und SA'B" einstimmig ähnlich sind, so sind auch die Winkel 
SAB und S'A'B' einstimmig gleich und weil auch die Dreiecke 
BAX nnd S A' X' einstimmig ähnlich sind , so hat man die einstim- 
mig gleichen Winkel BAX undB'.J'A', mithin sind auch die Winkel 
SAB -f BAX oder SAX und SA' ^ + B'ÄX' oder SA' X' einstimmig 
ähnlich. 

Für irgend zwei entsprechende Abschnitte als 
Grundlinien bildet also der Situationspunkt die ge- 
meinschaftliche Spitze zweier einstimmig ähnlicher 
Dreiecke. 

Dreht man die eine Figur in ihrer Ebene um den Situations- 
punkt, so dass die entsprechenden Graden SA und SA' in Eine Grade 
fallen , und dabei entweder einstimmige oder entgegengesetzte 
Richtung haben, so fallen auch jede zwei von S ans nach entsprech- 
enden Punkten gehende Strahlen S^ und SX' auf einander nnd 
liegen einstimmig oder entgegengesetzt, je nachdem dasselbe mit 
SA und SA' der Fall ist. Die Figuren sind dann ähnlich liegend 



jM,Googlc 



— 266 - 

and S ist bei einstimmiger Sichtung toq SX nnd SX' Sneserer, 
bei enlgegeagesetzter Richtung derselben G-r&den innerer Ä«hn- 
lichkeitspunkt. 

6) Sind die Fignren ABCX, a'B'C'X' entgegengesetzt Ähnlich, 
so giebt es in ihrer Ebene einen selbstentsprechenden Funkt S, und 
zwei in demselben rechtwinklig eich schneidende selbstentsprech- 
ende Grade, von denen die eine s, zwei einstimmig ähnliche Punkt- 
reihen, die andere «i, zwei entgegengesetzt ähnliche Fnnktreihen 
enthält. 

Wird nämlich der Punkt S, vie oben (s: S) so besümmt, dass 
S^AB und S^A'^ entgegengesetzt ähnliche Dreiecke sind, so lässt 
sich wie vorhin darthun,dass es auchdieDreiockeS,^TundS,-<'Jr' 
sind. Femer ergiebt sich leicht, da,sa diellalbirungslinie derWin- 
kel -^1^', BSfB' . . , XS^X' ein und dieselbe Grrade > ist und sich 
selbst entspricht. Hieraus folgt, dass , wenn die eine Figur um die 
s als Axe herumgedreht wird, bis die Ebene beider Figuren wieder 
mit einander zusammenfallen, dann die von S, ausgehenden ent- 
sprechenden Graden 5,^ und S,A' auf einander liegen nnd alle 
übrigen entsprechenden Graden X^X^ und X^'X^ einstimmig parallel 
sind, oder kurz, dass die beiden Figuren ähnlich liegen and S, 
ihr äusserer Aehnlichkeitspunkt ist. Je zwei entsprechende pa- 
rallele Grade schneiden mithin die sin Punkten, deren Entfern- 
ungen von S, einstimmig sind und in constantem Verhältnisse 
(gleich dem ÄehulichkeitscoefScienten i) stehen. 

Eine durchS, gelegte, zu s senkrechte Grade s, wird mit ihren 
beiden von Sf genommenen entgegengesetzten Ktchtungen nach die- 
ser Umdrehung um « ebenfalls auf einander fallen , also auch eine 
selbstentsprechende Grade sein. Dieselbe halbirt demnach (bei 
unveränderter Lage der Figuren) die Nebenwinkel von XSyX' und 
wird von entsprechenden Graden X^X^, X^'X^ in Punkten geschnit- 
ten, deren Entfernungen von Ä, gleichfalls in constantem Verhält- 
nisse (==il) stehen, aber entgegengesetzte Richtung haben. 
— Dreht man die eine Figur um j, als Ase bis dieEbenenbetder wieder 
zusammenfallen, so bilden die Graden S,^ uud S^X' mit den beiden 
Hälften von s sowohl alsauchvons, einstimmige Scheitelwinkel, oder 
esliegenS,Xund5,^entgegengesetztgerii:htet in derselben Graden; 
nuthin sind wegen Aehnlichkeit von St'^iX, nnd S,X,'X,' auch X,X^ 
und XfXf' Parallelen von entgegengesetzter Sichtung und die Fi' 
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gnren in dieser Lage ftbniich liegend mit 5, als innerem 
Aelmliclik eitspnnkt. 

Für die ursprOngli che Lage beider Figuren echneiden übrigens 
s und s, jede Verbindnngsgrade XX' entpre eben der Punkte har- 
monisch nach dem Aebnlichkeitscoefficienten i, oder dem Ver- 
hältnies AB :A'B' =^SiA: S,A' zweier entsprechender Strecken 

(§■ «, a). 

§. 175. 
AebnlichgleichbeitgradlinigernndebenerSysteme. 
Dass die Gleichheit der Figuren bei gradlinigen Systemen in die 
vollständige Ueberstimmnng oder Äebnlicbgleicbbeit übergebt , ist 
bereits oben a. b. 0. bemerkt worden. Bei gleichen Linearfignren 
«nf Parallelen oder in einer und derselben Graden bat man nur noch 
au unters che i den, ob die Figuren oder die Aufeinanderfolge ent- 
sprechender Funkte einstimmig oder entgegengesetzt ist. Die me- 
trischen Verbältnisse dafür sind bereits §. 151, 3 und 4 angedeutet 
worden. 

Haben die gleichen Figuren.^ B,C. . . A', B', C' . . . auf zwei 
Graden einen selbstentsprechenden Punkt mit einander gemein, 
(der auch der unendlich ferne beJderGraden sein kann) so sind die 
Figuren ähnlich oder gleichliegend (perspectivisch). Die Ver- 
bindungsgraden AA', BW , CC' . . . entsprechender Punkte gehen 
durch einen und denselben Punkt P der Ebene, der unendlich ent- 
fernt ist, wenn die Graden ABC. . . , A'B'C'. . . sich in einem end- 
lichen selbstentsprechenden Funkte schneiden, oder wenn sie ein- 
stimmig parallel sind. Sind die Graden entgegengesetzt parallel, 
so schneiden sich AA', BB", CC'... in einem endlich zwischen 
ABC . .. A B'C' . . . gelegenen Punkte P (innerer Projectionspunkt, 
Mittelpunkt). 

Treffen sich die gleich gethe Uten Graden in einem (endlich ge- 
legenen) Punkte R, welcher kein selhstentsprechender ist, oder 
haben, wie mananch hier sagt, die Graden schiefe Lage, so giebt 
es wie bei ähnlichen Lineartiguren in ihrer Ebene einen tn glei- 
cher Weise bestimmbaren Punkt S, den Situationspunkt , von wel- 
chem aus entsprechende Abschnitte unter gleichem Winkel erschei- 
nen und entsprechende Punkte gleichen Abstand haben. Wird die 
eine Grade um diesen Punkt herumgedreht bis zwei von demselben 
nach entsprechenden Punkten gezogene Strahlen in eine Grade 
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faUsn, so kommen beide getfaeilte Grade entweder aufeinander in 
einetimmiger Lage zn liegen (cungmiren) , oder sind einander pa,- 
rallel und entgegengesetzt gerichtet, je nachdem jene zwei zusam- 
menfallende Strahlen gleiche oder entgegengesetzte £ichtung ha- 
ben. Im letztem Falle halbirt der Punkt S den Abstand der bei- 
deuFarallelen sowie jede Verbindungsgrade entsprechender Funkte, 
Ist also Mittelpunkt beider Systeme. Ein Punkt S, , von dem 
- aus entsprechende Abschnitte unter entgegengesetzt gleichen Win- 
keln erscheinen, existirt als ein endlicher Funkt der Ebene nicht. 

Bezüglich ähnlichgleicher Figuren in eInerEbene ergeben sich 
nach§. 173, 3,4,a entsprechende Sätze, wenn man denAehnllcbkelts- 
coefficienten der Einheit gleich setzt. Vereinigt dabei eine selbst- 
entsprechende Grade gleiche Punktreihen, so ist §. läl , 3, 4 oder 
156, 3 zu berScksichtigen. 

Sind die •ähnllchgleichen Figuren ^fiC2> . . . , A'B'C'I/ . . . ein- 
stimmig, was jedesmal der Fall ist, wenn irgend zwei entsprech- 
ende Dielecke ABC, A'EfC es sind, so haben sie einen selbstent- 
sprechenden Punkt S, der von entsprechenden Punkten und von 
entsprechenden Graden gleichen Abstand hat. Haben dabei ent- 
^recbende Grade AB, A'S beider Figuren verschiedene Richtung, 
60 ist S jedesmal ein endlicher Punkt der Ebene, dessen Bestim- 
mung der in §.174,3,5 bemerkten analog ist. 5 wird flir die Verbln- 
dnngsgraden AA\ Bff . . , entsprechender Punkte zugleich der ge- 
meinschaftliche Mittelpunkt, wenn zwei entsprechende Strecken 
AB, A'S entgegengesetzt parallel sind. In letzterem Falle 
bilden beide Figuren aU eine einzige aufgefasst ein involuto- 
risches System. 

Ist eine Grade Ihrer entsprechenden einstimmig parallel, so 
ist der Punkt S als der Dnrchschnlttspunkt der einstimmigen Paral- 
lelen AA' , B^ . . . , ein unendlich entfernter. 

Sind die ähnlichgleicben Figuren^ißCiJ vxAA'SC'If einander 
entgegengesetzt, was jedesmal der Fall ist, wenn es zwei entsprech- 
ende Dreiecke ABC und A'SC sind, so giebt es in Ihrer Ebene, 
eine selb st entsprechende Grade , welche durch die Mitten 3, J . . . 
der Verbindungsgraden .4^', BB' . . . geht und gleichen Abstand von 
den entsprechenden Punkten hat. Die Durchs chnittspunkte ent- 
sprechender Graden mit derselben bilden zwei einstimmig gleiche 
Punktreihen, deren Doppelpunkte also iu dem unendlich fernen der 
Graden zusammenfallen. Die Figuren haben somit keinen end- 
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lieben eelbstentsprechenden Punkt. Verschiebt man die Figuren, 
so dass die selbatentsprechende Grade ihre Lage nicht vetfindert 
und zwei entsprechendePunkteder genannten Pnnktreihen auf der- 
selben zusammenfallen, so decken sich alle entsprechenden Funkte 
derselben und dieFiguren haben sjmetri sehe Lage um diese selbst- 
entsprechende Gfrade oder Axe. Dasselbe ist der Fall, wenn zwei 
entsprechende Grade JB, A'M mit einer Verbindungsgraden AA\ 
entsprechender Punkte entgegengesetzt gleiche Winkel bilden. 

§. 176. 

Stellung beliebiger coHinearer Figuren einer 
Ebene in collineare Lage zu einander. Zwei colliueare 
Punktreihen konnten auf sehr einfache Weise in collineare Lage 
' gebracht werden, in welcher dann durch bloses Ziehen grader Li- 
nien zn jedem Punkte der einen Reihe der entsprechende der an- 
deren sich besümmen liess. Es fragt sich nun , ob es nicht auch 
für ebeneFiguren ein ähnlich einfaches Verfahren giebk, zu jedem 
Punkte der einen Figur den entsprechenden in der collinearen zu 
finden. Nach der Bedeutung des Collineationspunktes und der 
Collineationsaxe als Doppelelemente collinear liegender Fi- 
guren ergiebtsich sofort, dass, wenn die vier Punktet, B, C, J) der 
einen vaiA'B'C'ß^ aar anderuFigur collinear liegen zu jedem fünf- 
ten Punkte X der entsprechende X' dadurch bestimmt ist, dass X 
und X' mit dem Collineationscentnim P in Einer Graden liegen, 
und eine durch X und AT'gelegte entsprechende Grade z.'R.AXnad 
A'X'in Einem Punkte ^ der Collineationsaxe p sich treffen müssen. 
Somit ist ^^p'-iA'und^^PA'^'^. Die gestellte Aufgabe ist 
somit an die Bedingung geknüpft, dass ABCD und A'ifC'D' sich in 
coHinearer Lage befinden und es handelt bei zwei beliebig gelegenen 
collinearen Figuren, als welche jede zwei Vierecke angesehen wer- 
den können (§. 163), darum, dieselben in collineare Lage zubringen 
— die Möglichkeit davon vorausgesetzt , welche streng genommen 
zuerst festzustellen wSre. 

Seien ABCD,A'B'C'D'zwei beliebig gelegene Vierecke in einer 
Ebene, AB und CD, BC und I>A, CA und BD schneiden sich resp. in 
E, F, G und in gleicher Weise seien E', F', G' die entsprechenden 
Durchs ehnittspunkte in der andern Fig^r. Man bestimme zuerst 
für beide Figuren dieGegenaxen i und i', indem man in jeder der- 
selben zwei Paare von Parallelen zieht, zu denen die entsprechen- 
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den Graden der andern Fignr sich in awei Paukten sclineiden, 
durch welche die G-egenase der letztem geben tnnss. {§. 162). Zu 
dem Zwecke ziehe man mit Benatzting schon vorhandener Graden 
dnrch D die D^ nnd i>C parallel resp. zn AB nnd AC, welche die 
ACxm&ABies^Aji^ und C treffen. Man bestimme dann in der an 
dern Figur die Punkte S' und «' so, dase {ACG$) = {A'C'G'%') 
und {ABEt) = {A'ffE'€') ist (§. 140), und ziehe die Grade D'f, 
welche die A' ^ in /' trifft, ebenso die D'it' , welche die A'C' 'mK' 
schneidet. Die durch /', K' gelegte Grade i' ist dann die Gegen- 
ase der zweiten Figur. Desgleichen ziehe man durch D' zwei Pa- 
rallelen fl'lC' und D'^' zu lesg.A'^ nnd A'C, welche die A'C'waA 
A'S resp. in (£' nnd S' schneiden, bestimme in der ersten Figur 
zwei Punkte« und/ so, dass (A'C'G'<t') = {ACG€)}md{A'B'E^') 
= {ABEJt ) ist und ziehe die Graden Li£ und i>/ , welche resp. AB 
und AC in J und K treffen. Die Grade JX ^ i ist dann die Gegen- 
axe der ersten Figur. Durch zwei entsprechende Punkte i> undi> 
ziehe man Jiierauf zwei Parallelen / und /' zu deuGegenaxen t und 
i', so werden diese einander entsprechen und von entsprechenden 
Graden proportional getbeilt werden (§. 162). Bezeichnet man also 
die Durch Schnittspunkte von / und AB, HC, CA resp. mit y, a, ß, 
ebenso von /' und A'B", B'C, C'A' mit /, a, ß', so hat man Da: 
I>ß: Dy = D'tt : D'ß' : ö'y'. Zn den ähnlich getheilten Graden / und 
l' bestimme man nun den Situationspunkt P, für deu die Dreiecke 
PDk, PDß. . . nnd PD'a, PO'ß'. . . einstimmig ähnlich sind, so ist 
derselbe auch das C ollin eationscentrum für beide Figuren. Dreht 
man die eine Fignr um denselben soweit, bis entsprechende Grade 
PP und PD', Ptt nnd Pa. . . in Eine zu liegen kommen, so sind dann 
die Graden l und /', folglich auch die Gegenasen t und t' einander 
parallel. Die Figuren liegen also collinear, da auch die Yerhin- 
dungsgraden PP', cm', ßß', yy entsprechender Punkte durch Einen 
Punkt P gehen. 

Seien bei der collinearen Lage der'Figuren J und J' die 
Dnrchschnittspunkte des Strahles i^/>i/ mit den Gegenaxen i und t', 
femer y ein Punkt auf PJ) dergestalt bestimmt, dass J'J» = PP 
ist, so muss eine durch P mit den Gegenaxen parallel gezogene 
Grade p die Collineationsaxe sein (§. 170). Bestimmt man somit 
in der nrsprfinglichen Lage der Figuren auf jPD und PP' diePunkte 
J», und I», , so dass J>|», =/>>, = PJ» ist, und zieht durch |», und 
y, mit resp. ■ und >" zwei Parallelen p, und Pt, so sind diese zwei 
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entsprechende Grade, welcbe von den übrigen entsprechenden Gra- 
den so gethei]twerden,da«Bilire entsprechenden Abschnitte gleich 
sind. 

Da die beiden ähnlich getheilten Graden l und l' atif zweier- 
lei Weise perspectivisch gelegt werden können, je nachdem/* ssnm 
äussern oder innernAehnlichkeitspunht derselben gemacht wird 
oder je nachdem die Graden l und l' rückBichtlich der Aufeinander- 
folge ihrer entsprechenden Abschnitte einstimmig oder entge- 
gengesetzt parallel werden; 30 können auch fUr ein und dasselbe 
Collineationscentrum P die Figuren auf zweierlei Art in coUineare 
Lage gebracht werden. Für jede dieser Lagen ist die Gollineations- 
axe eine andere. 

Weil endlich auch die Graden l und J' noch einen zweiten Si- 
tuationspunkt P, haben, von dem aus die Dreiecke P,Da, P,D'tt 
entgegengesetzt ähnlich sind, so wird man auch noch die Fi- 
guren in cuUineareLage bringen können, wenn man die eine Figur 
um eine der von P, ausgehenden Graden als nm eine Aseeine (halbe) 
Umdrehung machen Ifisst) bis ihreFbene wieder mit der der andern 
Figur zusammenfällt und hierauf in derselben Ebene sie um den 
Funkt herum verschiebt, bis zwei entsprechende Strahlen P,D und 
P,D' in gleiche oder entgegengesetze Kichtnng zu liegen kommen. 
In beiden Fällen sind für das Cullineationscentmm P, die Finnren 
cotlinear liegend doch wieder mit verschiedenen Collineationsaxen. 



Ausser der Collineationsverwandtschaft wäre zunächst die Ver- 
wandtschaft derRe'ciprocität zu bebandeln, nach welcher einem 
Funkte und einer Graden der einen Figur resp. eine Grade nud 
ein Punkt der andern Figur entspricht ; oder wie man auch be- 
stimmter sagen kann, derzufolge jedes Doppelverhältnias zwischen 
vier Punkten einet Graden in der einen Figur dem Doppelverhält- 
niss swischen vier durch einen Pnnkt gebenden Graden in der an- 
dern Figur gleich ist. Insofern diese Yerwandtschaftmit der Theorie 
der Polaren bezüglich einesKreises odereines Kegelschnittsüber- 
haupt in zweckmässige Verbindung gebracht werden kann , ist da- 
von, sowie von der dualen Beziehung der Figuren im Allgemeinen, 
hier noch Umgang genommen worden. Hierzu kommt, dass diese 
Verwandtschaft als die einfachste Beziehung zwischen ungleichar- 
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tigea Elementen jer Figoren gewissennaassen den Uebergang zu 
hohem Verwandtschaften bildet, nach welchen z. B. einer Graden 
der einen Figur eine gewisse Curve der andern , einem Punkte der 
einen eine grade oder krumme Linie der andern n. b. w. entsprechend 
gesetzt wird. Die der CoUineation zunächst stehende Verwandt- 
achaftin dieser Beziehung ist die Kreisverwandtechaft, deren 
Theorie von Herrn Möbius*) ausgebildet worden ist , wenn auch 
Herr Magnus mehrere Andestungen bezüglich einer solchen nnd 
noch allgemeineren Verwandtschaft früher gegeben hat.**) 

Mehrere der aus der Xreisverwandtscbaft hcrrorgehenden 
Sätze sind bereits im 5. Capitel §. III u, d. folg. nach einer früher 
von Herrn Möbius gegebenen Darstellung entwickelt worden und 
es stehen demgemäss zwe'iFigiiren ABCDE . , . a'B'C'D'E'. . . in der 
genannten Verwandtschaft, jvenn die complexen Doppel Verhält- 
nisse [ABCff], [^SC£]...der einenFigur, den entsprechenden cpm- 
plexen Doppel Verhältnissen [A'B'C'D'], [A'B'C'E']... der andern 
gleich sind. Die Auflösung der complexcn Doppclverhältnisse er- 
giebt weiter, dass in kreis verwandten Systemen die §. 115 bezeich- 
neten einander entsprechenden Quatemionen, d. b. absolute Dop- 
pelverhältnisse und Doppelwinkel einander gleich sind. 

Die Kr eis Verwandtschaft kann man somit als eine Verallge- 
meinemng der Co Uineations Verwandtschaft insofern ansehen, als 
die Beschränkung aufgehoben wird, dass die von einer Figur 
zur andern gleichen Doppel Verhältnisse nur zwischen Abschnitten, 
die anf je Einer Graden liegen, besteheu sollen. Sowie ferner die 
Aebnlicbkeit gradliniger Systeme in die Aebniichkeit ebener Fi- 
guren übergeht, wenn dio gradlinigen Abschnitte complex genom- 
men werden, so geht die Collincation gradliniger Systeme in die 
Kreisverwandtschaft über, wenn hierbei die Abschnitte complex ge- 
setzt werden. Die Kreisverwandtschaft stellt in dieser Hinsicht 
gewissermaassen eine potenzirte Aebniichkeit vor. Der Gleichheit 
der Winkel bei ähnlichen Fignren entspricht die Gleichheit der 
Doppelwinke] bei kreisverwandten, der Gleichheit der Seitenver- ' 

•) Theorie der Kreia Verwandtschaft in rain'peome- 
tTiseber Darstellung (ans dea Äbhandlmigen der matb. pb;s. Clasee 
d. K. 8. OesellBch. d. Wisaenach, 1855). 

••) Xouvelle miiAode pour deeoiwrir des thiormes de geomltrie. Crelle 
Journal. 8. Bd. n. Sammlung von Anfgahen n. Lehrsiitzen aus der aaalj- 
tiacheu Geometrie. S. 229 a. 288. 
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